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Resumo

O presente artigo explora um experimento mental com o qual é posstvel obter, em tese, o niimero 7T com
qualquer precisdo desejada. O método consiste em contar um niimero mdximo de colisdes unidimensionais
sucessivas. Mostra-se que tal niimero é um inteiro formado pelos primeiros algarismos de 7. Foram
usados principios bdsicos de mecdnica cldssica para modelar as colisdes e, para contd-las, dlgebra linear e

trigonometria.

1. O PROCESSO DE COLISOES SUCESSIVAS

Esde a antiguidade, o niimero 7 coleciona muitos admiradores. E um daqueles niimeros
que surgem em diversas dreas do conhecimento e tém vdrias aplica¢des. Existe um hobby
de calcular com precisdo um conjunto maximo de suas infinitas casas decimais. Muitos
métodos eficientes foram desenvolvidos ao longo da histéria para tal feito, impulsionando a
pesquisa como subproduto. O atual recorde do calculo de casas decimais de 7t pertence a Ed
Karrels que, em 2014, quando ainda era estudante de mestrado em engenharia computacional na
Universidade de Santa Clara, na Califérnia, calculou os dez primeiros quadrilh&es de algarismos

de  [1, 2].
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Figura 1.1

Nao vamos tdo longe, mas o presente artigo
explora um sistema de colisdes unidimensionais
bindrias que, surpreendentemente, tem como nu-
mero maximo de colisdes os primeiros algarismos
de 7. O sistema é o seguinte: tome dois blocos
ndo deformaveis apoiados sobre uma superficie
idealizada sem atrito. Coloque-os lado a lado so-
bre esta superficie e encerre-a com uma parede
rigida a esquerda ou a direita de ambos os blo-
cos. Tal situagdo é exemplificada na Figura 1.1,
onde identificamos os blocos com as letras M e
m que também indicam as suas massas (valendo
sempre m < M). Escolhemos posicionar a parede
a direita dos blocos.

Inicialmente, o bloco de massa M move-se
com velocidade V{) indo ao encontro do bloco de
massa m, que estd em repouso. Esta situagdo
inicial é mostrada no quadro (a) da Figura 1.1.
Os blocos colidirdo elasticamente, isto é, além
da conservagdo do momentum linear, a energia
cinética total do sistema também serd conservada.
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Considerando estritamente M > m, na primeira colisdo - quadro (b) da Figura 1.1 - o bloco de
massa M, que nesse caso pode ser referido como o bloco maior, segue a mover-se para a esquerda,
porém com velocidade de magnitude V; tal que V; < V). Adiante é mostrado que no caso em que
M = m o bloco M, na verdade, entra em repouso ap6s essa primeira colisdo.

De qualquer maneira (M = m ou M > m), o bloco m recém animado adquire velocidade
positiva (para a direita) de magnitude v;. A préxima colisdo, igualmente elastica, ocorrerd entre
o bloco m e a parede. Tal colisdo tem o efeito de inverter o sentido da sua velocidade, mas sem
afetar a magnitude (Figura 1.1(c)). E uma reflexdo. Dessa maneira, o bloco m passa a mover-se ao
encontro do bloco M para uma nova colisdo. Mais uma vez colidirdo elasticamente. Se m < M,
todo o argumento se repete dando continuidade ao processo de colisdes sucessivas.

Tal processo, como serd discutido no texto, é finito. Ou seja, mostrar-se-d4 que existe uma
condigdo que garante a ocorréncia de uma ultima colisdo, seja ela entre os blocos ou entre o bloco
m e a parede rigida.

Estamos interessados em calcular o niimero maximo de colisdes, contabilizando tanto as que
ocorrem entre os blocos como as entre o bloco m e a parede.

E intuitivo pensar que o ntimero maximo de colisdes depende diretamente das massas M e m
dos blocos. Entretanto, como serd mostrado no decorrer do texto, tal nimero depende da razao
m/M das massas, e ndo de cada uma delas individualmente. Antecipadamente, defino agora

x= % (1)

Esta razdo x serd crucial para o futuro aparecimento da estrela aqui, o 77. Ele se manifestara
muito naturalmente quando x for uma poténcia par do ntimero 10. Ou seja, tomaremos M = m,
M =100 m, M = 10.000 m e etc. Em sintese, nos concentraremos nos casos em que a razao entre
as massas ¢ da forma x = 10~2(N-1),

A escolha do expoente da razdo x nédo é gratuita. Batizaremos o nimero méximo de colisdes
de fungdo IT, onde IT(N) calcula o nimero méximo de colisdes quando o expoente de x for

—2(N —1). Assim sendo, o texto serd dedicado a convencer o(a) leitor(a) de que

I1(1) =3

I1(2) = 31

I1(3) = 314

I1(4) = 3141 (2)

TI(N) = 3141592654...

ou seja, de que o ndmero méximo de colisdes quando x = 10-2(N=1) ¢ um ntamero inteiro cujos N
algarismos sdo os N primeiros algarismos de 7.

Este fascinante e intrigante problema foi proposto e resolvido por um professor de uma
universidade no Illinois, nos Estados Unidos, em Dezembro de 2003. A solugdo publicada na
época é geométrica e difere da mostrada no presente artigo [3]. Recentemente, este problema veio
a tona na rede. Foi assim que tomei conhecimento dele e me interessei a ponto de escrever este
artigo. Confira vocé também! [4]

2. O MODELO DE COLISOES

Nas proximos pardgrafos sera oferecido um modelo para simular as colisdes. E nosso objetivo
final obter uma férmula que, dado o ntimero 7 da n-ésima colisdo de nosso interesse, calcule
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explicitamente as velocidades de ambos os blocos imediatamente apds essa colisdo.

Através da conservacédo tanto de energia cinética quanto do momentum linear total do sistema
podemos prever exatamente quais serdo as velocidades V; e v; de ambos os blocos apds a primeira
colisdo. Na verdade, podemos prever as velocidades apés qualquer uma das colisdes apenas
fazendo valer os principios de conservagdo [5].

Embora nula, a velocidade inicial do bloco m é denotada vy para que entendamos com clareza
como se dé a redistribui¢do de energia cinética e momentum linear entre os blocos a cada nova
colisdo. A escolha dos subindices “0” e “1” para as velocidades indica o ntimero da colisdo que
ejeta tais velocidades. Escolhemos o lado direito da pagina como sentido positivo de movimento
(Vo > 0).

Tratemos primeiramente de entender a colisdo que ocorre entre os blocos. As equagdes que
representam a conservagdo de energia cinética e de momentum linear na primeira colisdo sdo

1 1 1 1
EMVO2 - Emvg = Ele2 + Emv% 3)
e
MVy 4+ movg = MVy + mo;q. 4)

A reunido das equagdes (3) e (4) forma um sistema de duas equagdes a duas incégnitas:

V24 x 02 =V2+ x 02
{ 1 1 0 0 (5)

Vi+xv1=Vy+ x 0.

Mesmo nao sendo linear, o sistema (5) é de fécil solugdo. Basta isolar uma das velocidades, V;
ou v1, em uma das equagdes, substituir na outra e o sistema estd resolvido. As solug¢des sdo

1—x 2x

V1= <1+x) V0+<1+x> vo, (6)
2 1—x

o1 = (m) Vo= <1+x> %- @

O entendimento da colisdo do bloco m com a parede é mais simples, pois se trata apenas de
uma reflexdo. Ou seja, na segunda colisdo, de onde se justifica o subindice “2”,

Vo=V 8)

Uy = —01q. (9)

Nas proximas colisdes ndo hd nada novo: as equagdes que as descrevem sdo as mesmas que as
deduzidas acima, bastando uma troca adequada dos indices das velocidades. Desse modo, para
calcular as velocidades dos blocos ap6s a n-ésima colisdo, basta iterar tais equagdes um nimero
arbitrario de vezes. Neste sentido, considerar as solucdes (6)&(7) e (8)&(9) como resultado de
aplicagdes lineares serd um artificio muito ttil.

Seja U C R? um subconjunto de vetores. As componentes de tais vetores na base canonica
guardam as velocidades dos blocos a cada nova colisdo, isto &,

oo fe (B 0= (v (o () oo

onde U; serd denominado o vetor velocidade do sistema apés a i-ésima colisdo.
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Sejam também os operadores lineares S : R> — R? e R : R? — RR? cujas representacdes
matriciais na base canodnica sdo, respectivamente, definidas por

1—x 2x
_ |1 1
S — 42> X B 1+_xx (11)
1+x 1+x
e
1 0
R = (0 _1> . (12)

Tomando as restri¢des dos operadores S e R ao subconjunto U, ou seja,
Sju:U—-U e Rly:U—-T1,

podemos reescrever as solugdes (6)&(7) e (8)&(9) utilizando o produto matricial usual. Para
simplificar a notagdo confundiremos S|y e R|y com, respectivamente, S e R e teremos

u; =S Uy (13)

U, = R Uj. (14)

Nesse formato, podemos interpretar a matriz S como representante de um operador linear
“atualizagdo” (switch) de velocidades que opera no sistema toda vez que ocorrer uma colisdo entre
os blocos. E a matriz R modela a reflexdo, sendo uma operagdo que age no sistema quando o
bloco m colide com a parede. Portanto, podemos usar a aplicacdo sucessiva de tais matrizes para
atualizar facilmente as velocidades dos blocos a cada nova coliséo.

Fica da seguinte forma. No inicio, os blocos tém velocidades guardadas pelo vetor Uj. Acontece
uma colisdo entres eles e passam a mover-se com velocidade Uj, que é, segundo (13), U; = S Uy.
A préxima colisdo € a reflexdo. Ou seja, Uy = R Uy que é, na verdade, Uy = R (S Up) = RS Uy,
porque ja sabemos calcular U;. A préxima colisdo acontece entre os blocos. Apods essa terceira
colisdo, guardadas no vetor Us, as velocidades serdo obtidas atualizando o vetor U, com a
matriz S: Uz = SU,. Novamente, como ja sabemos calcular Uy, Uz = S(RS Uy) = SRS Uy.
Na quarta colisdo, se ocorrer, que serd do bloco m com a parede, ficamos com U; = R U3z ou
Uy = R(SRS Uy) = (RS)? Up. E assim sucessivamente.

Como foi possivel notar, a iteragdo do processo de colisdes é feito pelas aplicacdes sucessivas
dos operadores S e R na devida ordem.

Nao é dificil nos convencermos de que

Proposicdo 2.1. A velocidade do sistema apds uma colisdo de niimero n > 1, se ocorrer, é

n—1

u, — (T)illo se n for par (15)
S(T) = Uy se n for impat,

onde o operador linear T : RZ 5 R%éq composi¢io T = Ro S, i.e, na base candnica,

1—x 2x
T=| 1+t 1+x]. (16)
C1+4x 14«
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Demonstracdo. Mostraremos a validade da férmula (15) por inducgdo em n. De fato, paran =1e
n = 2 a férmula (15) se verifica, pois reproduz ambos os resultados (13) e (14). Suponhamos, por
hipétese de inducdo, que a férmula (15) também se verifica para um dado n. Este n pode ser par
ou impar. Se par, entdo a proxima colisdo, de ntimero 7 + 1, que é impar, ocorre entre os blocos.
Assim, U, 11 = S Uy. Pela hipétese de indugdo, U, = (T)% Up. Dai,

un+1 =S Uy
= S(T)7 Uy
=S W,

o que concorda com (15), pois n 4+ 1 é impar. Da mesma forma, se n é impar, entdo a préxima
colisdo, de namero n + 1, que é par, é uma reflexdo do bloco de massa m. Assim, U1 = R Uj,.

Pela hipétese de indugdo, U, = S (T)’%l Uy. Dai,

U,+1 = R Uy,

= RS(T)"7" Uy

= (RS)(T)"Z" Uy
n—1

=T(T) 2 U
n+1)

= (% UOI

o que concorda com (15), pois n + 1 é par. |

A férmula (15) é o meio do caminho do que queremos. E verdade que nos fornece uma
maneira computacional de simular as colisdes. Entretanto, ndo é prética. Por exemplo, se a razdo
x for tal que possibilite a colisdo de ndmero n = 22 ocorrer, precisamos calcular T elevada a 117
poténcia, i.e, vamos ter que multiplicar a matriz T por si mesma 10 vezes. Felizmente, podemos
contornar este desagradavel impasse. Faremos isso utilizando o processo de diagonaliza¢do, uma
maneira de representar a transformagao linear T por uma matriz mais simples (diagonal) do que
sua versdo na base canonica.

3. DIAGONALIZACAO DA MATRIZ T

Se o operador linear T for diagonalizavel, entdo existem ntimeros A1 € C e A, € C, os autovalores,
e uma base {w1, w,} de autovetores na qual a representagdo do operador T é uma matriz diagonal

da forma [6, 7]
(A0
D= ( 0 M) . (17)

O processo de diagonalizacdo da matriz T nos possibilitard contornar a deficiéncia da férmula
(15) explicitando o vetor U, para qualquer n dado de maneira funcional. Isso porque, sendo
P = [w; wp| amatriz dos autovetores de T, temos (k € Z.)

k
T" = pD*P~!, com DF = M Ok , (18)
0 Ak

que é operacionalmente muito mais simples.
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O polindémio caracteristico de T é [7]

1—x
1+ x

Az—n{mA+dau3:A?—2< >A+L

cujas raizes sdo (uma vez que x > 0) os complexos conjugados

_l-x 2y A_l—x . 2y/x

1 +11—|—x'

A = =
! 1+x 1+xe 2 1+ x

Repare que 0 < x < 1 garante tanto a desigualdade 0 < % < 1como 0 < % <1 e, além disso,

2 2
(L;i) + (?%) = 1. Por isso, podemos definir agora um ntimero 0 < 6§ < 7 satisfazendo

2Vx (19)

). (20)

De fato, verifica-se que PP~! = P~1P = [! e PT = PD. O aparecimento natural do arco 0 deve-se,
certamente, ao envolvimento geométrico citado anteriormente.
Levando as matrizes (20) na férmula (18), obtemos

cosf =

Dai, segue Ay = e % Ay = e e obtemos

ivVx —iyx L [e7k L (5=
P:(1 1)'D:<0 go) e P2

2Vx

Nl—= N|—

cos(kf) Vx sin(k6)

- \}E sin(kf)  cos(kf) |’

i.e, as poténcias inteiras da matriz T. Também, com a defini¢do (19) podemos reescrever a matriz

do operador S como
s_ ( cos(f) vx sin(9)>

% sin(f) —cos(0)

Tomando as poténcias apropriadas da matriz T, levando em conta a equagdo anterior, bem
como a Proposicdo 2.1, e tomando vy = 0 encontramos:

" — (21)

(22)

Se n é par: Se n é impar:
Vi =V cos (56), V, = Vp cos (”THB) , (23)

Vo . Vo .
Op = ——2 sin (59), on = 2 sin (”THG) )
Vx Vx
A férmula (23) é a versdo da solugdo das velocidades que queriamos obter. Com ela, podemos
calcular as velocidades de ambos os blocos ap6s a n-ésima colisdo. E com ela que preveremos o
resultado principal deste artigo: o aparecimento dos algarismos de 7.

1Denotamos I como a matriz identidade.
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4. CARACTERIZANDO O NUMERO MAXIMO DE COLISOES

Uma primeira impressdo da férmula (23) pode sugerir que as colisdes ocorrerdo indefinidamente.
E uma pergunta cuja resposta é crucial para o resultado que buscamos. E necessario, portanto,
que nos preocupemos com o dominio de validade da férmula (23), isto é, para quais valores de n
que a sua utilizagdo faz sentido fisico?

Por exemplo, repare na expressdo para a velocidade do bloco m quando n é par. O sinal
negativo é apropriado uma vez que, nas colisdes do bloco m com a parede, que sdo as de namero
par, a velocidade de ejegdo deve ser negativa. Entretanto, por menor que seja o niimero 6 sempre
existe um natural #n de modo que a fungdo seno serd negativa. Isso implicaria em uma velocidade
de ejecdo positiva do bloco m ap6s a colisdo com a parede, o que é um absurdo.

Note que, como (23) é uma implicacdo das hipéteses do modelo (sintetizadas por (6) e (7)),
é suficiente garantir que a n-ésima colisdo existe para garantirmos que, para tal valor de 7, a
férmula (23) faz sentido fisico. Pensando neste sentido, comecemos com as seguintes questdes:
é garantido (por (6)&(7)) que, escolhido N, ocorrerd uma primeira colisdo entre os blocos? E a
segunda colisdo, do bloco m com a parede, ocorrerd em seguida? E uma terceira? A resposta
afirmativa é dada pela

Proposicao 4.1. Para qualquer inteiro N > 1, ocorrerdo, pelo menos, 3 colisdes.

Demonstragido. A velocidade inicial do bloco M é Vj; > 0. Como convencionamos que o sentido
positivo das velocidades é o lado direito da péagina, o bloco M esta indo ao encontro do bloco m -
que estd inicialmente em repouso (vg = 0). Portanto, inevitavelmente, como estio em movimento
retilineo e uniforme e Vj > v, 0s blocos colidirdao pelo menos uma vez.

Das solugdes (6)&(7) garantimos que logo apés esta primeira colisdo, para qualquer N > 1,
as velocidades de eje¢do dos blocos sdo ambas positivas, i.e, V1 > 0 e v; > 0, e também, v; > V;.
Como v; > 0 e a parede permanece imével, certamente ocorrerd mais uma colisdo.

Até agora, garantimos 2 colisdes. Nesta segunda colisdo, a velocidade do bloco M nao se
altera, como discutimos e exibimos em (8). Além disso, a velocidade do bloco m inverte de sentido.
Entdo, como Vo = V] > 0 e vy = —v; < 0 os blocos colidirdo mais uma vez e, assim, garantimos a
terceira colisdo. |

Com a Proposigdo 4.1, escolhido um inteiro N > 1 qualquer, é seguro utilizar a férmula (23)
paran =1, 2 e 3. Para n > 4 ndo sabemos se, escolhido esse N, faz sentido usa-la porque ainda
ndo garantimos se haverd ou ndo mais colisdes a partir da terceira. A férmula responde com um
par de velocidades a cada nova iteragdo 7, mas reservaremos o termo “colisio” somente aquelas
que o sejam de fato.

Intuitivamente, parece razodvel que as colisdes cessardo quando ambos os blocos, além de
estarem afastando-se da parede, o fizerem também entre si. A seguir, investiremos esfor¢os para
mostrar que tal situagdo é possivel e implica diretamente que o processo de colisdes sucessivas é
finito. Visando formalizar o que acabamos de dizer, definiremos um conjunto que nos auxiliara a
obter um critério para decidirmos se uma dada iteracdo realmente se trata de uma colisao.

Fixado N > 1, seja 7y C N o conjunto

J—'N:{neN,nz3 Vi <0, vn§0e|Vn|2|Un|}. (24)

A sua propriedade mais importante é a

Proposigdo 4.2. Para qualquer inteiro N > 1, o conjunto Fy é ndo vazio. Além disso, é infinito.



Acta Legalicus e Junho 2019 e No. 21

A demonstragdo, que é a chave do resultado principal do artigo, peco paciéncia, serd adiada
para a pagina 12. Por enquanto, exploremos as suas consequéncias mais urgentes tomando-a
como verdadeira.

A primeira delas é a

Proposigdo 4.3. Se n € Fy, entdo a iteragio de niimero n' > n ndo representa uma colisdo.

Demonstragio. Tome n € Fy. E fato, portanto, que V,, < 0e v, < 0com |Vy| > |vu|. Se V;; <0e
v, = 0 (0 que d&, automaticamente, |V, | > |v,|) estd claro que ndo pode haver uma nova colisdo,
pois enquanto o bloco m atingiu o repouso o bloco M s¢6 ird afastar-se dele ndo havendo, assim, a
possibilidade de ocorréncia de uma nova colisdo entre eles. E, nesse caso, o bloco m, obviamente,
ndo colidird nenhuma vez mais com a parede porque estd em repouso. Agora, se V, <0e v, <0
valendo a condigdo |V,| = |vy,|, a distancia entre os blocos é fixa e ndo poderd ocorrer mais
nenhuma colisdo entre eles. Tampouco, nesse caso, o bloco m poderéd colidir com a parede, pois
sua velocidade é negativa e ele s6 ira afastar-se dela. Finalmente, se V;, < 0 e v, < 0 valendo a
condigdo |V,| > |vy|, 0 bloco M s6 ird afastar-se cada vez mais do bloco m e ndo h4, portanto,
a possibilidade de uma nova colisdo entre eles. Novamente, como a velocidade do bloco m é
negativa, ele s6 ird afastar-se da parede. Concluimos, assim, que ndo pode ocorrer mais nenhuma
colisdo a partir da n-ésima iteracao. |

Segue muito naturalmente da Proposicao 4.2 e da Proposic¢ao 4.3 o
Corolario 1. O miimero de colisoes é finito.

Como sempre existe algum n € Fy e as iteragdes de indice n’ > n ndo representam uma
colisdo, entdo deve existir um niimero maximo de colisdes. Assim, o ntimero de colisdes é finito.

A mensagem deste Corolario 1 é muito clara: a férmula (23) s6 pode ser usada para n em
uma progressao aritmética de razdo 1 que comega com n = 0 e termina com n = II(N), que é o
ndmero maximo de colisdes fixado N. A partir da tltima colisdo, i.e, para a iteragdo de indice
n > I1(N), ndo faz sentido usé-la pois tal iteragdo ndo é uma colisdo.

Dito isto, como estamos interessados em determinar o nimero méximo de colisdes, precisamos
saber reconhecé-lo mesmo que ainda nédo saibamos calcula-lo explicitamente.

Um atributo indispensavel do nimero maximo de colisdes é a

Proposigdo 4.4. Se a colisiio de niimero n for a ltima, entdo n € Fy.

Demonstracdo. Faremos a demonstra¢do por absurdo. Suponhamos que a tltima colisdo seja a
de ntmero 7. Vamos assumir que imediatamente ap6s essa colisdo, a velocidade do bloco de
massa M ou é positiva ou é nula. Se positiva, o bloco estard aproximando-se da parede rigida e,
consequentemente, colidird com o bloco de massa m. Portanto, ocorrerd, pelo menos, mais uma
colisdo e a n-ésima colisdo ndo pode ser a ultima. Se nula, eventualmente o bloco de massa m
colidird com ele. Ocorrerd, portanto, pelo menos mais uma colisdo e a n-ésima ndo pode ser a
dltima. Além disso, se a velocidade do bloco de massa m imediatamente ap6s esta n-ésima colisao
for positiva, ele estard aproximando-se da parede rigida e, consequentemente, colidira com ela.
Portanto, a n-ésima colisdo ndo pode ser a dultima. Logo, n € Fy. |

Finalmente, podemos reconhecer o niimero méximo de colisdes.
Proposicdo 4.5. O menor elemento de Fy € o niimero mdximo de colisdes.

Demonstracdo. Como Fp é um subconjunto ndo vazio dos naturais, possui um menor elemento.
Seja n = min Fy, isto é, n é o menor elemento de Fy. Entdo, Vn' € Fy e n’ > n, a iteragdo de
indice n’ ndo poderd representar uma colisdo (Proposic¢do 4.3). Assim, n é o unico candidato a ser
o nimero da tltima colisdo. Como é garantido que tal nimero existe (Corolario 1) e pertence ao
conjunto Fy (Proposicdo 4.4), entdo s6 pode ser este n. |
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5. SIMULAGAO DAS COLISOES

A seguir, exibirei simula¢oes dos trés primeiros casos mais simples do processo de colisdes.
E interessante procurar pelo ntimero méximo de colisdes IT(N) em casos particulares porque
adquirimos mais familiaridade com o processo das colisdes e, também, é uma oportunidade de
ver a férmula (23) em funcionamento.

Cada simulagdo mostrard o comportamento do sistema quando a razdo entre as massas for
x=1,x=0.01 ex =0.0001 ou, respectivamente, N =1, N = 2 e N = 3. Nas simulagdes, usa-se
Vo = 10, mas essa escolha é arbitraria e poder-se-ia escolher qualquer outro ntimero preferido. As
simula¢des numéricas podem conter erros de arrendondamento, como é comum. Mas, mesmo
assim, a precisdo é suficiente para acompanhar a evolucio das velocidades com qualidade.

Experiéncia para N=1

A primeira experiéncia (para x = 1, ou N = 1) é mostrada ao lado na Tabela 5.1. A tabela
foi feita implementando computacionalmente a férmula (23) e exibe os valores calculados das
velocidades para cada nova colisdo, contada pelo valor de 7.

Nesse caso, a situagdo ndo é tdo empolgante, mas é importante

x=1 considerd-la. Inicialmente, i.e, antes da primeira colisdo (n = 0)

o bloco M move-se com velocidade V; = 10 indo ao encontro do

n Vi On bloco m. Como tém a mesma massa, na colisio, o bloco M trans-
0| 100 0.0 fere toda sua energia cinética para o bloco m. Assim, para n = 1,
que é a primeira colisdo, o bloco M atinge o repouso e o m passa

1 0.0 100 a mover-se com velocidade v; = 10. A préxima colisdo serd do
2 0.0 | -10.0 bloco m com a parede. Repare que na linha do n = 2 a veloci-

dade do bloco M ndo muda em relagdo a da linha anterior, mas a
velocidade do bloco m muda de sinal, como sabiamos que deveria
ser.

3| -10.0 0.0

Tabela 5. 1

Dai, vem o momento crucial: na terceira colisdo (assinalada em azul), o bloco m transfere
toda a sua energia cinética de volta para o bloco M e retorna para o repouso. O bloco M passa a
afastar-se indefinidamente do bloco m nessa etapa, pois sua velocidade é negativa (V3 = —10) e,
em médulo, maior do que a velocidade do bloco m. Ou seja, n = 3 é o menor elemento de F, pois
é o primeiro a aparecer na lista que satisfaz as condigdes V,, <0, v, <0e |Vi| > vy. Conclui-se,
entdo, que quando os blocos tém a mesma massa o nimero méaximo de colisdes é exatamente

I1(1) = 3: o primeiro algarismo de 7.

Se desavisadamente continudssemos a usar a formula (23) a partir deste momento, identifi-
cariamos os primeiros elementos do conjunto F; como sendo F; = {3,4,11,12,19,20,27,28, ...}
pois os valores calculados de velocidades para estes seriam, respectivamente, V,, = —10 e v, = 0.
Repare que a sequéncia formada pelos elementos de F; da maneira bem ordenada em que foram
organizados sdo duas progressoes aritméticas intercaladas de razao 8 nos impares e nos pares. E
previsivel que o sejam, tendo em vista que, para N = 1, temos x = 1 e, entdo, § = 71/2 de onde
um periodo pode ser identificado na férmula (23), que é Py = 27t/(6/2) =21t/ (rt/4) = 8.
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Experiéncia para N=2

A segunda experiéncia (com x = 0.01, ou N = 2) é mais interessante. A evolugdo das
velocidades dos blocos é mostrada na Tabela 5.2. A velocidade do bloco maior, de massa M,
(desde n = 0) vai decrescendo a cada nova colisdo de ntimero impar.

x =0.01

n Vi Un n Vy Un n Vi (2 n Vi Un

0 | 10.00 0.00 8| 698 | -7155 || 16 | -0.23 | -99.97 || 24 | -7.32 | -68.13

1| 9.80 | 19.80 9| 543 | 8397 | 17 | -221 | 9751 || 25 | -8.52 | 52.28

9.80 | -19.80 || 10 | 543 | -83.96 || 18 | -2.21 | -97.51 || 26 | -8.52 | -52.28

921 | 3882 || 11 | 3.66 | 93.06 || 19 | 410 | 91.20 || 27 | 9.39 | 34.37

921 | -38.82 || 12 | 3.66 | -93.06 || 20 | -4.10 | -91.20 || 28 | -9.39 | -34.37

826 | 5630 || 13 | 1.74 | 9846 || 21 | -5.82 | 8127 || 29 | -9.88 | 15.09

826 | -56.30 || 14 | 1.74 | -98.46 || 22 | -5.82 | -81.27 || 30 | -9.88 | -15.09

N | O |G x| W DN

698 | 7155 || 15| 023 | 9997 || 23 | -7.31 | 68.13 || 31 | 998 | -4.77

Tabela 5. 2

Na colisdo de nimero n = 14, finalmente, o bloco menor, de massa m, adquiriu velocidade
suficiente (préxima de 10 x Vj)) para inverter o sentido da velocidade do bloco maior. A partir
desse momento, o bloco maior segue com velocidade negativa (claro, a cada colisdo o menor s6 o
faz ir mais rdpido para a esquerda) e basta que procuremos para qual 7 a velocidade do bloco
m também é negativa e, em moédulo, menor do que a do bloco M. Isso acontece pela primeira
vez quando n = 31, assinalado em azul na Tabela 5.2. Nesse momento, o bloco M afasta-se da
parede com velocidade |V31| = 9.98 enquanto o menor afasta-se dela com velocidade |v3;| = 4.77.
Ou seja, n = 31 é o menor elemento de JF;, pois é o primeiro a aparecer na lista que satisfaz as
condigdes V;, < 0, v, <0 e |Vy| > vy,. Conclui-se, entdo, que quando o bloco maior tem 100 vezes
a massa do menor o nimero maximo de colisdes é exatamente

I1(2) = 31: os dois primeiros algarismos de 7t.

Nesta experiéncia também se pode, por curiosidade, calcular explicitamente alguns outros
elementos do conjunto ;. Sdo eles:

F, = {31,94,157,220, 283, 346,409,472,535,598, 661,724,788, 851,914,977, 1040,
1103,1166,1229,1292,1355, 1418, 1481, 1544, 1607,1670,1733,1796, 1859,
1922,1985,2048,2111,2174,2237,2300, 2364, 2427, 2490, ...} .

Repare novamente que organizados nesta sequéncia os elementos de F, parecem ser, agora,
uma progressdo aritmética de razdo 63. Novamente, este ntimero ndo é por acaso. Se n fosse
uma varidvel continua, a férmula (23) teria periodo 47t/6. A parte inteira[8] deste namero é,
exatamente, 63 porque para N =2, 6 = cos™1 (99/101) ~ 0.19933 e, entdo, 471/60 ~ 63,0407. Mas,

10
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tal razdo falha em 788, pois 724 + 63 = 787 e ndo 788. A razdo 63 volta a funcionar para os demais
termos, mas torna a falhar em 2364. O que acontece, entdo, é que a razdo 63 funciona para alguns
termos em sequéncia, mas para outros imediatamente adjacentes deve-se somar 64 ao invés de 63.

Experiéncia para N=3

A terceira e tltima simulacdo (com x = 0.0001, ou N = 3) estéd exibida na Tabela 5.3. Sao
mostrados somente alguns valores de velocidade em sequéncia.

x = 0.0001
n Vi Un n Vy Un n Vi Un
0 | 10.000 0.000 || 158 | -0.091 | -999.950 || 248 | -7.890 | -614.4400
1] 9.998 19.998 : : Sl 249 | -8.011 | 598.5400
2| 9998 | -19.998 || 201 | -4.341 | 900.822 || 250 | -8.011 | -598.5400
3 9992 | 39980 || 202 | -4.341 | -900.822
41 9992 | -39.980 : : 21l 309 | -9.991 41.6839
5| 9982 | 59960 || 243 | -7.640 | 645.497 || 310 | -9.991 | -41.6839
: : Sl 244 | -7.640 | -645.497 || 311 | -9.997 | 21.6950
155 | 0.108 | 999.941 || 245 | -7.760 | 630.094 || 312 | -9.997 | -21.6950
156 | 0.108 | -999.941 || 246 | -7.760 | -630.094 || 313 | -9.997 | 21.6950
157 | -0.091 | 999.950 || 247 | -7.890 | 614.440 || 314 | -9.999 -1.6970

Tabela 5. 3

Note que a colisdo em que o bloco de massa m adquire velocidade suficiente para inverter o
sentido da velocidade do bloco de massa M é a de numero n = 157. (A velocidade do bloco de
massa m nesta colisdo é quase 100 x Vj). A partir dai, a velocidade do bloco M é crescente em
moédulo.

Na colisao de ntiimero n = 314 (assinalada em azul) o médulo da velocidade negativa do bloco
de massa M supera o médulo da velocidade também negativa do bloco de massa m. Ou seja,
n = 314 é o menor elemento de F3, pois é o primeiro a aparecer na lista que satisfaz as condicdes
Vi <0, vy <0e|Vy| > v, Portanto, conclui-se que quando o bloco maior tem 10.000 vezes a
massa do menor o ntimero méximo de colisdes é exatamente

I1(3) = 314: os trés primeiros algarismos de 7.

Alguns elementos do conjunto Fj3 sdo F3 = {314,942,1570,2199,2827,...}. Nesta sequéncia, a
razao parece ser 628, que também é a parte inteira de 471/6 para esse caso, mas falha ja em 2199
que é, na verdade, 1570 + 629 = 2199. O mesmo comportamento que na experiéncia para N = 2 se
repete. Para alguns termos em sequéncia a razdo é 628, mas para outros imediatamente adjacentes
temos de somar 629 ao invés de 628.

11
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6. O INEVITAVEL APARECIMENTO DE 7T

Esta tltima secdo é destinada a demonstrar que, de fato, como fortemente sugerido pela segdo
anterior, 0 niimero méaximo de colisdes quando a razio entre as massas é x = 10-2(N=1) & dado
por um niimero inteiro cujos N algarismos sdo os N primeiros algarismos de 7.

Mas antes, é tempo de demonstrarmos a Proposi¢do 4.2. Eis a

Demonstracdo. A argumentacdo consiste em impor as condi¢des que definem o conjunto Fy
exibido em (24) a férmula (23) e encontrar explicitamente os valores de 1 que satisfazem as devidas
condi¢des. Temos de estar atentos ao fato de que a previsdo da férmula (23) difere se 1 é par ou se
é impar. Analisaremos cada caso separadamente.

De N > 1 fixado podemos calcular x e 8. Comecemos, entdo, procurando por um # par que
cumpra

Vi < 0=V cos (560) <0= cos(560) <0, (25)

0, <0 = _\‘;OE sin (56) < 0= sin(36) >0, (26)
jdque Vp >0, e
|Va| > |oa| = x cos® (46) > sin® (46) .1 (27)

Das condigdes (25) e (26) concluimos que, se existe tal 1, o arco 56 deve pertencer ao 2°
quadrante do plano trigonométrico, pois é onde a fungdo cosseno é negativa e a seno positiva ou
nula. Caso exista, o nimero n deve ser, portanto, um natural par compreendido no intervalo

w4k 2 4k

n
—_0< — - < — -
+2kn<29_n+2kn = gt <nsg 4 (28)

z
2

onde é necessdrio que k seja algum inteiro ndo negativo, pois n é um ndmero natural. Olhando
agora para (27) é quase imediato fazermos

x cos? (16) > sin? (20) = (x+1) cos® (46) > 1 = cos” (46) > 1j-x

e, lembrando da identidade cos? (%) = % [9], podemos ainda simplificar para
cos(nb) +1 1 2 1—x
> 0) > —1=— 0) > 0). 2
> _1+x=>cos(n)_1+x 1+xécos(n)_cos() (29)

A forma correta de interpretar a expressdo (29) é a seguinte: os niimeros cos 6 e sin 6 sdo ambos
positivos e com isso garantimos que ¢ pertence ao 1° quadrante do plano trigonométrico. De (28),
sabemos que o arco n6 deve pertencer ao 3° ou 4° quadrante desse mesmo plano. Entretanto,
valendo (29), s6 nos resta a opgao de n6 pertencer ao 4°, pois no 3° quadrante a funcdo cosseno
é negativa e, assim sendo, o niimero negativo cos(nf) nao poderia ser maior do que o nimero
positivo cos 0, sequer igual.

Dai, a tinica forma de valer a condicéo (29) é que o arco 16 seja, no minimo, o arco replementar
de 6. Ou seja, adicionalmente a (28), deve valer também

2k’ 2k’

Wrn—0<nh<2knm = T”§n+1§7+1, (30)

YxyeR, x>yl =% > 02

12
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onde k' é um inteiro satisfazendo k' > 1, pois n + 1 é um namero natural. Na verdade, em
concomitancia com (28), a condigdo (30) implica que k' deve ser um inteiro impar da forma
k' =1+ 2k, dado k > 0. De fato, pelo lado esquerdo de (28) temos % +2k < %n e pelo lado
direito de (30) temos %n < k’. Ou seja, como k e k" sdo inteiros,

1 6 1

< o<k / - S ]

2+2k<2nn_k =k >2+2k =k >1+2k (31)
Mas, pelo lado direito de (28) temos —;;n <1+2k enquanto que pelo lado esquerdo de (30) temos

K — 9 =<3 0 5=1. Ou, como 0 < 6§ < 71/2 implica em - S 3, ficamos com

1 0 0 1
_ < _ < _au< I _Z < I < )
Ko SK—o-<on<142k =k -7 <142 =K <142 32)

Assim, de (31) e (32) concluimos que k’ deve ser da forma k' = 1 + 2k, ou seja, um impar.

Dando sequéncia a nossa andlise, para facilitar, denotemos p = #. Pode ser que p seja um
numero natural ou ndo. J4 que n + 1 é um nitmero natural, entdo se p também o for, olhando
atentamente para (30), conclui-se que p =n+1oup =n (poisn+1=p+1= p = n). Disso,
como estamos considerando # um natural par, devemos tern = psepéparoun =p —1lsep é
impar.

Como mostramos que k' é sempre um impar, o caso p par s6 acontece se N for tal que o
namero natural 2” é par. Se for o caso, todos os naturais da forma 2 Z(2k 4 1) sdo elementos de
Fn-Ocasop impar por sua vez, s6 acontece se N for tal que o nimero natural 2 é impar. Se o
for, os naturais da forma 2 (2k + 1) — 1 que serdo elementos de Fy.

A outra situagdo posswel é p ndo ser um natural. Se isto acontece, entdo uma solugdo é n + 1
ser a parte inteira de p + 1, mas somente se esta for impar (donde 7 seré par). Se o for, entao!

n= {%—”J e podemos garantir que n é par e n > 3 porque, como 6 < 71/2, entdo Zk >4k > 4
de onde n = VkT”J > 4k' > 4.
Se a parte inteira de p + 1 ndo for impar, é hora de investigarmos a possibilidade de n ser

impar. Segue de forma muito semelhante. Fixemos novamente N > 1 e com ele calculemos x e 6.
Procuramos um # impar que cumpra

Vi < 0= Vo cos ("416) < 0= cos (416) <0, (33)
on < 0= 50} sin (%9) < 0= sin (%19) <o, (34)

jaque Vp >0, e
V| > |on| = x cos? ("719) > sin? (”719) ) (35)

Das condicdes (33) e (34) concluimos que, caso exista, o arco %0 deve pertencer ao 3°
quadrante do plano trigonométrico, onde a fungdo cosseno e seno sdo ambas negativas. Portanto,
o nimero n deve ser um impar compreendido no intervalo

n+1 3T 2t 4km 3t 4km
2k < —— — + 2k — 4+ —<n+1l1<
T+ 2kt < > 0 < > + 2kt = 0 + 0 n-+ ° + — 0 (36)

10 simbolo |a| denota a parte inteira de a € R [8].

13
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onde k > 0 um inteiro. Analogamente ao caso em que n era par, de (35) concluimos que
cos((n+1)8) > cos(6). (37)

Agora, de (36), sabemos que o arco (1 + 1)f deve pertencer ao 1° ou 2° quadrante do plano
trigonométrico. Entretanto, valendo (37), s6 nos resta a opgao de (n + 1)6 pertencer ao 1°, pois no
2° quadrante a fungdo cosseno é negativa e, assim sendo, o namero negativo cos((n + 1)8) nao
poderia ser maior do que o nimero positivo cos 8, tampouco igual. Dai, a tinica forma de valer a
condigdo (37) concomitantemente a (36) é que o arco (1 + 1) seja, no méaximo, congruente ao arco
6. Assim, para k' > 1,

kK 2k' T

2
2k’7r§(n+1)9§9+2k’7r:>T§n+1§1+ 0

(38)

Repare que o resultado (38) é idéntico ao (30), exceto pelo fato de n ser impar. Novamente,
pelo mesmo argumento que usamos em (31) e (32), a validade mutua de (36) e (38) implica em
k' =1+ 2k. Caso p = % seja um inteiro positivo, temos as solugdes n = p, se 27” for impar,
oun=p-—1,se %” for par. Caso p ndo seja inteiro, temos a mesma solugdo n = [%”k’ |, mas
garantido que n é impar.

Concluimos, portanto, que em qualquer um dos casos #n par ou n impar temos as solugdes
sucessivas n — 1 e n associadas a Fy se 27” for inteiro. Caso nédo seja, as solugdes associadas sdao
da forma n = L%” (14 2k)|. Decorre dai que Fy ndo é vazio.

Explicitamente, se 27” for um inteiro positivo, temos

.7-'N:{ng-(ZkJrl)—l,kEO}U{Z(;T-(ZkJrl),kZO} (39)
enquanto que se 27” néo o for, temos
27T
fN:{LG.(zkH)J,kzo}. (40)
Concluimos, ainda, que o conjunto Fy também é infinito. De fato, caso 27" seja inteiro, hd uma
271

bijecdo (a saber n — n + 1) de Fy sobre uma parte propria; e o caso 5" ndo sendo inteiro é ainda
mais claro, pois para cada escolha k > 0 existe um elemento de Fy associado bijetivamente. W

Com as féormulas (39) e (40) deduzidas na demonstracdo somos capazes de construir as
sequéncias que foram identificadas nas experiéncias do Capitulo 5. E o melhor: podemos prever
exatamente o menor elemento de Fy, pois basta tomar k = 0 em (39) ou (40). O menor elemento
de Fp, isto é, o nimero méximo de colisdes sera

) =21

o 271
—1, se?2m/6 for um inteiro, ou II(N) = {QJ , se 27m/6 nao o for. (41)
Esta claro que o estudo do comportamento de 8 com as escolhas de N é o tltimo a ser feito.
Apoiados no fato de a razdo x ser um ntimero que decresce muito rapidamente com o crescimento
de N, simplificaremos a obtencdo do ntimero 6 em termos de x via sua defini¢do em (19).
Podemos tomar a aproximagéo [10]

~1—2x. (42)

14
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De fato, para x = 0.01 a diferenga entre o valor exato da fra¢do e da aproximacgdo é da ordem
de 1074, e para x = 0.0001 tal diferenca é da ordem de 10~8. Com o crescimento de N, o valor
da fracdo (42) fica cada vez mais préximo de 1 e faz com que, pela defini¢do (19), o arco 6, cujo
cosseno é esta fracdo, aproxime-se do arco nulo. Assim, também podemos tomar a aproximacao
[10]
92
cos(f) ~1— 5 (43)

Reunindo as aproximagdes (42) e (43), segue que uma aproximagdo para o nimero  em termos

de x (que fica cada vez mais precisa com o crescimento de N) é
62
> =2 = 0 =2yx = 6=2x10"N-1, (44)

A aproximacdo (44) falha miseravel-

mente para N = 1, pois temos 6 = 77/2 = 3.0 e

1.57 enquanto ela prevé 6 = 2. Mas, para o8 (m)f -
N = 2 a férmula prevé 6 = 0.2 enquanto 25[ 2T - )
o valor calculado por (19) é, aproximando, i

6 = 0.199337. Isso representa um erro per- 201 T ’ ]
centual menor do que 0.34%. Dessa forma, L

a aproximacdo (44) é muito boa ja no se- 151 7 1
gundo caso mais simples. Podemos acom- .7 T

panhar graficamente esta aproximagdo. Na 1010 . 1]
Figura 6.1 sdo contrastados os gréficos de % 1
cos~1(152) e 2y/x. De fato, a medida que 05| / oos; {
N cresce, i.e, a medida que x se aproxima 000,

de 0, as curvas confundem-se até que ficam 0.0

15 2

—

praticamente indistinguiveis. 0 0.5
Usando, entdo, a aproximacgao (44) cal- x
culamos Figura 6.1: Comparagio dos grificos das fungoes
cosfl(%;—;) e 24/x no intervalo 0 < x < 2.
27 4 ,se N=1
0 ax 10Nl seN>1
e de onde, atualizando (41), concluimos que
. 3 ,se N=1
II(N) = min Fy = (45)

| 7T % 10N’1J ,se N > 1.
Portanto, para N > 1, o ntimero méximo de colisdes do sistema é a parte inteira do ndmero
T x 10N~1

que é, exatamente, o inteiro positivo cujos N algarismos sdo os N primeiros algarismos de 7!

7. COMENTARIOS FINAIS

Um ultimo comentério acerca das razdes das sequéncias que surgiram nas experiéncias quando
calculamos explicitamente F, F; e F3. Em posse das férmulas (39) e (40) é possivel prever
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o comportamento que foi chamado a aten¢do. Para o caso N = 1, temos 27" = 4. Assim, os

elementos impares de F; sdo todos da forma ny = 8k + 3 e os pares da forma ny = 8k + 4 donde,
é claro, formam uma progressdo aritmética de razdo 8.
Ja para F, e F3, ao tentar identificar uma razdo para os seus elementos, obtemos

mir =g = 120 @G+ 1) +1)] - 12 2k 4 1))

2 4 2
= | k1) + 5 - R 2k +1))
0 Y 0
|x+vy| < |x]+ ly] +1[8], prontifica a seguinte desigualdade:

que, da identidade |x| + |y]| <
1. Disto, podemos concluir somente

4 i
%) < e —me < |57 +
4r 4r
M —ng = [5-] ou mey —me= [+
0 que significa que para alguns valores de k pode ser que a razdo seja exatamente a parte inteira
de 47”, mas para outros pode ser que esta seja acrescida de uma unidade, como observado nas ex-

periéncias para N = 2 e N = 3. De fato, usando a aproximacao (44), temos {%J ~ L27r x 10N ’1J

que aproxima bem e cada vez melhor as razdes das progressdes a medida que N cresce.

Cabe também um nota de esclarecimento sobre o recorde mundial do célculo de casas decimais
de 7. O Ed Karrels, como descreve em sua pagina pessoal [2], avan¢ou na obtengdo dos algarismos
de 7 comegando de um ntmero anteriormente ja conhecido. Ele calculou os primeiros 10
quadrilhdes comecando a partir dos primeiros 4 quadrilhdes. Estes, por sua vez, foram calculados
em uma oportunidade anterior a partir dos primeiros 2 quadrilhdes e assim sucessivamente. O
célculo recente dos primeiros 31 trilhdes de algarismos de 7 feito pela japonesa Emma Iwao [11],
pelo que se pode entender, foi iniciado do primeiro algarismo. Por essa razao, acredita-se que se
reconheca o recorde como sendo o dela.
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