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Resumo

Apresentaremos um dos maiores problemas da histéria da Matemitica: o Ultimo Teorema de Fermat. Aqui
vamos contar sua origem, discutir dois casos particulares e ver alguns dos grandes nomes da comunidade
matemdtica que ao longo dos séculos trabalharam com esta simples equagdo.

1. INTRODUCAO

M dos campos da Matemadtica com problemas que desafiam os grandes matematicos de
todas as épocas e que contribuem para o crescimento desta ciéncia é sem diividas a Teoria
dos Ntimeros. Grandes enigmas surgiram do estudos dos niimeros inteiros e perduraram
por muito tempo, alguns até hoje indecifrados. Seus teoremas quase sempre tem objetivos que
aparentam ser muito simples, mas ndo podemos nos deixar enganar pelos enunciados: estes que
podem parecer, para um desavisado, exercicios bobos acabam se revelando grandes problemas que
necessitam as vezes de conexdes inimagindveis entre dreas da Matematica para serem resolvidos.
Um exemplo maravilhoso (e que este texto serd sim capaz de conter) é o famoso problema proposto
por Pierre de Fermat sobre as solu¢des de uma equagdo, que s6 recebeu uma resposta definitiva
mais de 350 anos depois de Fermat!
Os pré-requisitos necessarios ao leitor sdo os conceitos elementares de Teoria dos Ntmeros
(divisdo, maximo divisor comum, ntimeros primos e congruéncias), o Teorema Fundamental da
Aritmética e certa familiaridade com ntimeros complexos.

2. A ORIGEM

Pierre de Fermat (1601 - 1665) foi um magistrado francés que atuava em Toulouse e tinha a
Matematica como passatempo. Tal “hobby” o tornou famoso em sua época: foi um dos primeiros
a desenvolver a Geometria Analitica e deu os primeiros passos em diregdo ao Célculo. Mas, sua
paixdo era sem duvidas a Teoria dos Numeros. Fermat trocava correspondéncia com grandes
matematicos de sua época, desafiando-os com problemas envolvedo suas descobertas sobre inteiros
que, como todos os seus resultados, nunca foram publicados formalmente. De fato, segundo
Edwards (1977, p.1), ele ndo tinha interesse em publica¢des e o que temos hoje contendo os
teoremas de sua autoria é a coletdnea de cartas e anota¢des publicadas postumamente por seu
filho Samuel de Fermat.

Porém, falar de teoremas provados por Fermat é um tanto dificil. Muitos deles eram de
fato conjecturas, pois ele ndo apresentava aos outros as demonstra¢gdes de muitas das suas
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afirmacdes. Uma fonte destas conjecturas eram as margens do livro Aritmética (250 d.C.) de
Diofanto de Alexandria, matemético grego responséavel por um compilado (em 13 livros) de
problemas envolvendo equagdes de segundo e terceiro grau e suas solugdes racionais (e, quando
restringimos as solugdo aos ntmeros inteiros, temos o que hoje chamamos equag¢des diofantinas).
No segundo livro da obra, o problema ntmero 8 pede para “dado um ntimero que é um quadrado,
escrevé-lo como a soma de dois outros quadrados”. Sobre este problema, Fermat faz uma anotacao
no livro que é o ponto de partida para um dos maiores enigmas da Matematica. Originalmente
em latim e traduzida aqui do inglés [[EDWARDS], 1977, p.2], a anotagao diz:

Em contrapartida, é impossivel para um cubo ser escrito como uma soma de dois cubos
ou uma quarta poténcia ser escrita como uma soma de duas quartas poténcias ou, em
geral, para qualquer nimero que é uma poténcia maior que a segunda ser escrito como
uma soma de duas poténcias do mesmo tipo. Eu tenho uma demonstragdo maravilhosa
desta proposigdo que esta margem é estreita demais para conter.

Temos entdo a equagdo x" + y" = z". Claramente (0,0,0) é uma solu¢do, bem como outras
triplas contendo 0 como (0,y,y). Porém, segundo Edwards (1977, p.3), na época o zero ainda
era um conceito obscuro e Fermat se referia entdo apenas aos inteiros ndo nulos, excluindo a
solugdo (0,0,0) e a chance de algum dos termos ser nulo, estas chamadas solugdes triviais. Nao é
claro também se a tripla (x,y,z) é composta por racionais ou inteiros, mas isso nao é problema,
pois uma solugdo racional (x,y e z racionais) implicaria uma solugédo inteira (x,y e z inteiros),
bastando mutilpicar a equagdo pelo méximo divisor comum destes. Podemos ainda retirar os
fatores comuns de x e y: se d = mdc(x,y), fatorando-o ficamos com

"yt =2" = (dxo)" + (dyo)" =2" = d"(xg +yp) = 2" = d"|Z" = d|z.

A ultima implicacdo vem da aplicagdo do Teorema Fundamental da Aritméticaﬂ Assim
z = dzp e xj +yj = zj, donde temos uma nova tripla com mdc(xg,yo) = 1 e, fazendo uma
verificagdo rapida, mdc(xg,zo) = mdc(yo,zo) = 1. Esta solugdo (xo, Yo, z0) é uma solugdo primitiva
do problema. Entdo, focamos na equagdo diofantina x" + y" = z" que recebe o nome de equacao
de Fermat. Declaramos desta forma a afirmac¢do de Fermat como:

Para n > 3, a equagio x" + y" = 2" ndo possui solugdes (primitivas) inteiras ndo triviais.

Samuel lan¢ou uma nova edigdo de Aritmética contendo as anotagdes de Fermat no apéndice.
Com isso, varias das conjecturas de Fermat se tornaram puiblicas e os matemaéticos posteriores se
empenharam em demonstra-las e obtiveram sucesso em todas, exceto a afirmacdo que destacamos,
que levou mais tempo para ser provada. Esta entdo fica conhecida como Ultimo Teorema de
Fermat.

3. Ocason=4

O caso n = 4 pode ser deduzido através de uma técnica cujo primeiro registro de sua utilizagdo
estd também em uma das margens da copia que Fermat tinha de Aritmética, sendo entdo a ele
atribuida a sua invencgdo. Estamos falando do método da descida infinita, que pode ser enunciado
em termos légicos da seguinte maneira:

Para recordarmos, tal teorema afirma que todo ntimero inteiro n & {—1,0,1} ou é primo ou se escreve como produto
de primos, sendo essa fatora¢do tinica a menos de ordem fatores
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3.1. Principio da Descida Infinita: Seja P(n), n € IN, uma propriedade qualquer do niimero natural n.
Suponhamos que

1. P(0) é verdadeiro;

2. Para todo k € IN, se P(k) é falso entdo existe um niimero natural m tal que m < k e P(m) é também
falso.

Nessas condigdes, a propriedade P(n) é vdlida para todo niimero natural n.

Inicialmente, o principio da descida infinita pode ndo parecer natural, mas podemos reescrevé-
lo com um enunciado equivalente:

3.2. Principio da Descida Infinita: Ndo existe sequéncia infinita estritamente decrescente no conjunto
dos nmiimeros naturais.

Em [[KNEZEVIC; KRTINIC], 2013, p.69 ] temos uma demonstragdo desta equivaléncia e como
relacionam-se o Principio de Indugdo Finita (fraco e forte), o Principio da Boa Ordem e a descida
infinita, mostrando que estes sdo de fato todos equivalentes.

Resolve-se o caso n = 4 utilizando o principio acima aliado as ternas pitagoéricas. Euclides,

em Os Elementos, Livro X, exibe a forma geral das solugdes inteiras positivas de x* + y> = z2.

Tomando uma solugdo primitiva (x,y e z dois a dois primos entre si), esta serd determinada por

x=1r*—s
Yy =2rs
z=r*45s>

parar,s € IN com r > s. Se r e s sdo primos entre si, a tripla pitagdrica é dita primitiva. Podemos
sempre tomar r e s com mdc(r,s) = 1 pois caso r = d7 e s = d3, teremos que x = (7 — §%)d?,
y = 273d*> e z = (7> + 5%)d?, donde é facil ver que 7 e § dardo também origem a uma tripla
pitagdrica sem o fator d.

4

Teorema 3.3. A equacdo x* +y* = z* ndo possui solugdes inteiras ndo triviais.

Demonstragdo: Seja (x,1,z) uma solugdo primitiva da equacdo de Fermat, com x, y e z positivos
(a poténcia par nos permite isso). Em particular, (x?)? + (y2)?> = (Z)?, ou seja, temos uma tripla
pitagérica (com z = z2). Como mdc(x,y) = 1 = mdc(x?,y?) = 1, tais x2, y* e z? sdo dois a dois
primos entre si e entdo sdo determinados por

22 g2
y2:2rs
Z=1>+5¢

com r > s > 0, em particular r > 1. Vemos que mdc(r,s) = 1 (pois caso contrdrio o mdc destes ao
quadrado seria fator de x? e y?). Olhando para a primeira equagdo x? + s> = 2, temos outra tripla
pitagorica e mdc(x,s) = 1, pois mdc(r,s) = 1, donde vemos que 7,s e x sdo dois a dois primos
entre si. Logo, existem a,b € N, com a > b e mdc(a,b) = 1 (lembre que podemos tirar os fatores
de a e b), tais que

x = a® — b?
s = 2ab
r=a®+ 1
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Entdo y? = 2rs = 4ab(a® + b?). Afirmamos que ab e a® + b? sdo primos entre si. Suponhamos
p primo que divide ambos. Como mdc(a,b) = 1, podemos tomar sem perda de generalidade
pla e p1b, o queimplica pla® e p { b?. Assim a® = kyjp e b*> = kop +1, com 0 < I < p. Com isso
a? +b? = p(ky + ko) +1 = p 1t (a® + b?), contradigao. Portanto mdc(ab, a> + b*) = 1. Dessa forma
temos o produto de dois nimeros primos entre si que se igualam a um quadrado. Entdo cada
fator do produto é também um quadrado.

De fato, para que fg = p" = p} ... p{, com cada p; primo e f e g primos entre si, entdo
f=PhPheg="ra  Pysi»

com pyi, pej € {p1,---,Ps} € pri # pgjy 1 < i <k 1 <j<s—kdevido a forma tnica de
representacdo garantida pelo Teorema Fundamental da Aritmética. Assim

ab=v*ed®+b? =w?>=a==1>b=u’ea®+b*=uw

Portanto
trut = a® + 0 = u?,

onde f e u sdo primos entre si, pois caso contrdrio terifamos um divisor comum de a e b. Mais que
isso, w? = a® + b> = r < r? < z. Podemos entao aplicar todo o raciocicio acima e conseguir uma
sequéncia infinita de termos decrescentes, ou seja, uma descida infinita. Como tal sequéncia nao
pode existir, pelo Principio da Descida Infinita, tal solugdo inicial adimitida nao existe. Concluimos
assim a prova.
|
A resolugdo do caso particular vista reduz o problema de forma significativa: se n = 2", m > 2,
entdo n é multiplo de 4 e assim x" +y" = z" = (x¥)* + (yX)* = (zF)*, donde concluimos que o
Ultimo Teorema de Fermat vale para n = 2" e n = 4k. Fazer tal fatoracao de n nos permite ir
direto ao ponto: se n = pgq, p primo impar, entdo

Xyt =2 = (P + () = (27)P

ou seja, se a equacdo de Fermat ndo adimitir solu¢do para o primo p, entdo nédo terd também
solugdo para n = pq. Por isso, voltamos nossa aten¢do aos primos impares.

4. Ocason=23

A resolucio do caso n = 3 do Ultimo Teorema de Fermat é historicamente atribuida a Euler,
como pode ser visto segundo tomo de Obras de Lagmngﬂ1868), onde este menciona Euler como
responsével pela demonstragdo. Existem porém controvérsias quanto a essa atribuigdo, pois a
prova dada continha um argumento falacioso, que discutiremos. Mas tal falha pode ser corrigida,
ndo de forma trivial, através de métodos que o préprio Euler utilizou em outras demonstragoes.
Vamos pontuar os principais passos da prova e focar na inquietagao trazida pelo tal argumento
falho.

Euler utilizou a técnica da descida infinita de Fermat. Comecando com o problema nas

condig¢des essenciais, isto é, x,y e z primos entre si dois a dois, suponhamos que v+ y3 = 23

2Qeuvres de Lagrange, tradugio do autor
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Como estes sdo primos entre si, no maximo um deles pode ser par e no minimo um deve ser par,
portanto exatamente um deles é par. Tomemos z par e x,y impares (os outros casos sdo todos
analogos). Entdo x +y = 2p e x — y = 29 e podemos escrever entdo x e y em fungdo de p e g
(que sdo primos entre si, de paridades opostas e ambos positivos), tranformando o lado direito da
equagdo de Fermat em

2p(p* +34°) = 2°

A prova entdo se separa em dois casos: ou 2p e p* + 3% ndo sdo primos entre si (e nesse caso
3|p) ou estes sdo primos entre si. Vamos olhar o caso em que 2p e p? + 342 nao sdo primos entre
si. Temos que p? + 3¢ é impar (lembrando das paridades opostas) e se m|2p e m|(p* + 3¢%) entdo
m|p e m|(p? +3¢%) = m|p e m|3¢%, ou seja, 3 é o tnico fator comum possivel, logo 3|p. Portanto

2% = 2p(p? +3¢%) = 3%25(3s2 + %),

onde agora 3%2s e 3s? + g2 sdo primos entre si. Entdo estes sio cubos. Para que 3s? + g2 seja cubo,
Euler diz que isso s6 pode ocorrer se, para inteiros a e b,

g=a(a—3b)(a+3b)es=23b(a—b)(a+D)

e esta é a tinica forma disso acontecer. Para quaisquer a e b inteiros primos entre si, se tomarmos
q e s nas formas acima basta fazermos as contas para vermos que 3s? + g* é cubo. Porém, Euler
dizia que esta era condigdo necessdria e suficiente, ou seja, existiriam sempre a e b que fariam de
352 4+ g% um cubo. Aqui temos nosso impasse: Euler afirma: “Quando, por exemplo, x* + cy? é um
cubo, pode-se certamente concluir que ambos os seus fatores irracionaig’] x +yv/—c e x — y/—,
devem ser cubos, porque eles sdo primos entre si e x e y ndo tem divisor comum” [[EDWARDS],
1977, p.44] e baseia a condigido necesséria e suficiente apresentada para 3s> + g2 neste “fato”.

Euler ndo prova tal afirmagdo. Para nimeros inteiros tal fato é verdadeiro, como vimos na
prova do caso n = 4, mas podemos generalizar tdo imediatamente assim sua validade para
numeros da forma x + y+/—c? O fato é que Euler lidava com estes ntimeros como quem trabalhava
com os elementos de Z, utilizando por exemplo o Teorema Fundamental da Aritmética nesse
contexto. Para ¢ = 3 a afirmacéo é verdadeira, mas existem muitos valores de ¢ onde tal afirmagao
é falsa. Ou seja a afirmacgdo de Euler é verdadeira pelo menos para caso ¢ = 3 que utilizamos
aqui na demonstragdo, porém o argumento que ele usa para justifica-la é obscuro e parte de uma
generalizacdo feita sem o devido cuidado. Para justificar o caso especifico ¢ = 3 devidamente e nos
ambitos da Teoria dos Niimeros elementar pode-se utilizar fatos presentes no trabalho Elementos de
Algebm (1828) do proéprio Euler, através de uma prova um tanto longa [[EDWARDS], 1977, p.52-54]
e que se diferencia muito da que fizemos em Z.

Concluindo a demonstracdo, como 3225 é um cubo, substituindo a expressdo de s acima,
332b(a — b)(a + b) é um cubo e portanto 2b(a — b)(a + b) é também um cubo. Os fatores dessa
expressao sdo primos relativos e por isso 2b = ¥°,a —b =y’ ea+b = z° . Por fim, ¥> = 2b =
73 — % e temos X° + 3> = 2° . Se olharmos nossa trajetéria, veremos que z° < z3, pois este ¢ fator
de fatores de z3. Podemos entdo repetir todo o argumento para essa nova tripla e conseguir dessa
forma uma sequéncia descendente infinita de nimero naturais z°, que é impossivel. Para o caso
p? + 34% primos entre si, em suma os mesmos passos sao utilizados e a mesma conclusio atingida.
Logo, fica provado (com alguns detalhes em débito) que

3 Aqui Euler utiliza o termo “irracional” ndo da maneira como hoje vemos: ele est4 se referindo aos ntimeros complexos
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Teorema 4.1. A equagdo x> +y> = z° ndo possui solugdes inteiras nio triviais.

A inquietacgdo trazida pelo argumento apresentado por Euler e tal generalizacdo do Teorema
Fundamental da Aritmética faz surgir um novo campo da Matematica, a Teoria Algébrica dos
Numeros: para tratar de um problema sobre ntiimeros inteiros nos dirigimos a um ambiente
diferente (o corpo dos niimeros complexos) e isso nos permitiu ter uma visdo melhor de como
lidar com a equagao.

5. UmMA NOvVA ESPERANCA E O PROBLEMA CONTRA-ATACA

Em uma correspondéncia a Goldbach (1690 - 1764), Euler, em 1753, observa que sua prova
é bem diferente da resolugdo para n = 4. No decorrer dos séculos XVIII e XIX, demonstragdes
para casos especificos surgem: n = 5 recebe provas de Legendre (1752 - 1833) e Dirichlet (1805 -
1859), o caso n = 14 é resolvido por Dirichlet e n = 7 é devido a Gabriel Lamé (1795 - 1870). Uma
grande contribuigdo nesse periodo vem de Sophie Germain (1776 - 1831).

Apesar de todas as dificuldades que enfrentou devido ao preconceito de género, Sophie (que
assumia um pseuddnimo masculino para se corresponder com outros matematicos) tinha contato
pessoal com Legendre em Paris e se comunicava por cartas com Carl Friedrich Gauss (1777 - 1855).
No texto Sobre alguns objetos de andlise de equagdes e particulamente sobre o teorema de Fermmﬁ segundo
complemento da obra Ensaio sobre a Teoria dos Ntimeroslf] (1825) de Legendre, Sophie é mencionada
como responsdvel pelo seguinte resultado:

Se x° +1° = z°, entdo um dos ntimeros ¥,y ou z deve ser divisivel por 5,

que é facilmente generalizado como em [[EDWARDS], 1977, p.63 ]:

Teorema 5.1. Se p é um primo impar tal que 2p + 1 é primo, entido x¥ + yP = zP implica que um dos
niimeros x,y ou z deve ser divisivel por p.

Isso permite olhar o Ultimo Teorema de Fermat em dois casos:
Caso I: Nenhum dos nimeros x, y e z é divisivel por p;

Caso II: Um e apenas um entre x,y e z é divisivel por p (se dois deles o forem, isso implica o
terceiro também ser divisivel e poderiamos fatorar p, caindo em apenas um deles ser divisivel ou
o Caso I).

O Caso I é resolvido para os primos p na condicdo de que 2p + 1 seja primo, olhando a contra-
positiva da generalizagdo do resultado de Sophie e podemos ainda extender para outros primos
com outras condi¢des andlogas, como 7, que ndo atende a condigdo 2p + 1 (pois 2 -7 41 = 15), mas
atende 4p + 1 = 29. Mais uma vez, uma generalizagdo nos leva ao Teorema de Sophie Germain:

Teorema 5.2. Seja p primo impar. Se existe um primo auxiliar q com as propriedades
o xP+yP +2F =0(modq) = x=00uy=0o0uz=0(modq)e
e xP = p(mod q) é impossivel.

Entdo o Caso I do Ultimo Teorema de Fermat é verdadeiro para p.

4Sur quelques objets d’analyse indéterminée et particuliérement sur le théoréme de Fermat, tradugdo do autor
5Essai sur la Théorie des Nombres, tradugéo do autor
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Sophie foi capaz de provar o Caso I para todos os primos impares menores que 100 e Legendre
incluiu na lista os primos impares menores que 197 e outros.

Mesmo com os diversos casos particulares provados, ndo havia muita perspectiva de como se
atacar a equagdo em sua forma geral. As demonstrac¢des particulares, que em esséncia lidam com
aritmética de nimeros, eram sempre distintas e ndo davam margem para uma generalizacao.

Em 1845, porém, acontece um antincio que, por alguns meses, mobiliza a comunidade mate-
matica de Paris e traz uma nova esperanca: Lamé afirma ter resolvido o problema. A estratégia
utilizada era criativa, utilizando as raizes da unidade e explorando subconjuntos do corpo dos
nimeros complexos chamados corpos ciclotdmicos para, a partir da fatoracdo

XMyt = x4y (x+ ) (x+3Py) - (x+ 7 y),

utilizar o Principio da Descida Infinita, com { = e'n = cos(2Z) +isen(2X). No entanto, o problema
contra-ataca, pois novamente assumiu-se a generalidade do Teorema Fundamental da Aritmética
e dessa vez erroneamente (pois é, ele ndo vale em qualquer situacédo), o que desqualificou a prova
de Lamé.

O responsével por notar a falha no argumento foi o alemao Eduard Kummer (1810 - 1893), que
havia estudado tais conjuntos anos antes e, propondo uma nova teoria, resolveu o Ultimo Teorema
de Fermat para uma classe de primos, denominados primos regulares, que tornava a afirmagao
geral (Caso I e II) de Fermat verdadeira para todos os primos menores que 100 exceto 37,59 e 67.

E interessante notar que a resolugdo de Kummer nasce do estudo de um problema de Teoria dos
Ntimeros bem diferente (as questdes sobre reciprocidade de ordem superior).

Ap6s os avangos de Kummer, que solidificam a recém nascida Teoria Algébrica dos Ntmeros,
o problema estagnou-se, pois os casos particulares exigiam contas absurdamente complicadas e
sem muito adicional tedrico.

6. A CONCLUSAO DE UMA SAGA: A DEMONSTRAGAO DE WILES

Mais de 140 anos ap6s o trabalho de Kummer, o britdnico natural de Cambridge Andrew
Wiles (1953-) d4 um desfecho para nossa histéria. Temos uma nova visdo do problema: o estudo
das chamadas curvas elipticas y> = Ax®> + Bx?> + Cx + D (A, B,C,D € Q) junto com as fungdes
modulares (certas fun¢des complexas utilizadas em Teoria Analitica dos Ntimeros). O Ultimo
Teorema de Fermat ganha entdo um cardter geométrico. Wiles, que era um apaixonado pelo
teorema desde os 10 anos de idade, trabalhou em uma conjectura da Geometria Algébrica, a
Conjectura de Taniyama-Shimura-Weil, que implicaria o resultado esperado. Apés 7 anos de
estudos secretos, Wiles faz, em 1993, o antincio de que havia vencido a equagdo de Fermat. Mas,
ndo era ainda o momento: é encontrada uma falha na prova. Juntando-se entdo com Richard
Taylor (1962 - ), a falha é corrigida e a demonstragdo definitiva é entregue em outubro de 1994
para andlise e publicada em maio de 1995, em dois artigo que juntos totalizam mais de 120
paginas! Em [[STEWART]], Capitulo 14, encontramos uma boa introducéo as curvas e fungdes
elipticas e um esboco da prova feita por Wiles na Secdo 14.7, p.262. Wiles recebeu vérios prémios
e reconhecimento mididtico. Estava entdo completa uma saga de 358 anos.
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