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Resumo

Na primeira parte deste trabalho, explicaremos detalhadamente as nogoes de algoritmo e de limite algoritmico.
Depois disso, apresentaremos as figuras fractais mais importantes de toda Historia da Matemdtica. Estas sdo o
Conjunto de Cantor, a Curva de Koch, o Floco de Neve de Koch, o Tridngulo de Sierpinski e o Quadrado de
Sierpinski.

1. INTRODUCAO

No Diciondrio Brasileiro da Lingua Portuguesa Michaelis podemos encontrar as seguintes definigdes
para a palavra algoritm(ﬂ

1. Processo de calculo que, por meio de uma sequéncia finita de regras, raciocinios e operagdes,
aplicada a um ntimero finito de dados, leva a resolucdo de grupos analogos de problemas.

2. Operagao ou processo de célculo; sequéncia de etapas articuladas que produz a solugdo de um
problema; procedimento sequenciado que leva ao cumprimento de uma tarefa.

3. Conjunto das regras de operagéo cuja aplicagdo permite a resolu¢do de um problema enunciado
por meio de um ntmero finito de operagdes; pode ser traduzido em um programa executado
por um computador, detectdvel nos mecanismos gramaticais de uma lingua ou no sistema
de procedimentos racionais finito, utilizado em outras ciéncias, para resolugdo de problemas
semelhantes.

4. Conjunto de etapas ou passos ou instru¢des ou procedimentos, bem definidos e ordenados,
usados na solugdo de um problema, ou de uma classe de problemas, em um ndmero finito de
regras.

ITexto adaptado.
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Todas as defini¢des apresentadas acima apontam na mesma diregdo. Escolhemos a tltima delas

como sendo nossa definigdo oficial. Isto porque ela sintetiza a ideia que queremos transmitir, em

linguagem pouco técnica, e contempla os diferentes tipos de tarefas que exploraremos. Vejamos um

exemplo prético e cotidiano dessa nogdo a fim de mantermos as ideias claras. Consideremos entdo o

problema abaixo. Depois disso, recomendamos o estudo empirico do algoritmo apresentado, que é

uma das solugdes possiveis para essa situagao.

Problema. Sobre uma mesa temos um filtro abastecido com 4gua potavel e um copo pléstico.

Descreva uma sequéncia ordenada de passos para que um individuo beba dgua fazendo uso desses

dois objetos.

Algoritmo. (Para beber agua).

Etapa 1. Abra a mdo. Ou seja, posicione os dedos completamente esticados formando um
angulo raso com a palma da maéo.

Etapa 2. Aproxime a mdo aberta do copo de modo que a palma fique em contato com a lateral
deste, que os dedos estejam paralelos a superficie da mesa e que, também, seu polegar esteja

acima do dedo minimo, fazendo uma angulo reto com o dedo indicador.

Etapa 3. Feche a médo apertando o copo até que este esteja seguro, porém, sem quebrar o
mesmo.

Etapa 4. Leve o copo até embaixo da torneira do filtro de modo que o fundo do mesmo esteja
em contato com a mesa.

Etapa 5. Abra a méo e afaste-a do copo.
Etapa 6. Abra a torneira do filtro.

Etapa 7. Feche a torneira do filtro quando o volume de d4gua no copo atingir quatro quintos de
sua capacidade maxima.

Etapa 8. Repita o primeiro e o segundo passos.

Etapa 9. Leve o copo a boca de modo que a borda lateral superior externa do copo esteja em
contato com a parte interior do ldbio inferior e que o fundo do copo esteja voltado para baixo.

Etapa 10. Abra a boca.

Etapa 11. Derrame um quinto da dgua do copo dentro da boca.

Etapa 12. Feche a boca.

Etapa 13. Engula a 4gua.

Etapa 14. Repita a Etapa 10, a Etapa 11, a Etapa 12 e a Etapa 13 até que o copo esteja vazio.

Etapa 15. Coloque o copo sobre a mesa com o fundo em contato com a superficie da mesma.
Abra a méo e afaste-a daquele.
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Nosso assunto nesse texto sao as figuras fractais. Veremos na sequéncia que os exemplos cldssicos
que estudaremos necessitam de uma nogédo correlata a nogdo de algoritmo para serem descritos. Os
fractais sdo objetos matematicos em que cada uma de suas partes é semelhante ao todo. Isso significa
que os padrdes da figura inteira sdo repetidos em cada uma de suas partes, mas em escalas menores.
Podemos intuir entdo que um fractal é uma figura infinita. De fato, para toda lente de aumento que
usarmos, capaz de ampliar a imagem tanto quanto desejarmos, poderemos sempre reconhecer a
figura inicial. Consequentemente, ndo encontraremos uma barreira que nos impega de reduzir as
escalas de tamanho da figura inicial. As imagens a seguir sdo dois belos exemplos desses objetos
matematicos.

Figura 1.2: Parte do fractal conhecido como Conjunto de Mandelbrot, denominada Ilha de Julia. [2]
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2. LIMITES ALGORITMICOS

Em um primeiro momento, ndo devemos esperar que algoritmos possam nos ajudar no estudo
de figuras infinitas como os fractais. Isto porque algoritmos sdao sempre sequéncias finitas de
procedimentos, como exemplificamos na figura abaixo. Com efeito, os algoritmos ndo serdo uma
resposta para o caminho que desejamos percorrer. Entretanto, os limites algoritmicos serdo a chave
para compreendermos os objetos matematicos de interesse. Ndo formalizaremos esta nogao porque
sua compreensdo intuitiva serd suficiente para entendermos nossos futuros amigos. Veremos que
pensar sobre tais objetos matematicos como obtidos através de limites algoritmicos serd eficaz quando
procurarmos descrever algumas de suas propriedades geométricas.

Figura 2.1: Algoritmos siio sequéncias finitas de procedimentos.

Vejamos entdo a ideia de limite algoritmico, seguida de um exemplo que nos serd bastante ttil
mais adiante. Iniciaremos nossa conversa fixando um algoritmo bem definido que seja composto
por passos bastante parecidos uns aos outros. Com isso queremos dizer que esses passos aplicam
recursivamente uma operagdo padrdo. Poderemos entdo acrescentar mais e mais etapas analogas a
esse algortimo a fim de refinar cada vez mais seus resultados finais. Tais acréscimos estruturardo
outros algoritmos, que serdo as extensdes naturais daqueles que escrevemos inicialmente. O limite
algoritmico desses processos sdo o resultado do limite matematico desses algoritmos estendidos. Este
procedimento ndo define um algoritmo, mas sim um limite de algoritmos. Este é o significado que
desejamos dar para a expressdo que usamos anteriormente e que usaremos na sequéncia deste artigo.
Para exemplificar a ideia deste pardgrafo e, consequentemente, justificar os conceitos explicados nesta
secdo, vejamos o problema a seguir.
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Problema. Sejam a e r nameros reais, com r € (—1,1). Encontre a soma infinita dos termos da
progressdo geométrica que tem a como termo inicial e ¥ como razdo. Tal sequéncia é aquela que tem
como primeiro termo o valor a e cujos termos consecutivos sdo obtidos multiplicando a por poténcias
apropriadas da razao r.

Nao somos capazes de descrever, inicialmente, uma solu¢do para o problema posto acima.
Entretanto, podemos comegar devagar, resolvendo um problema mais simples. De fato, mesmo ndo
sabendo somar os infinitos termos de uma progressdo geométrica, somos capazes de somar, digamos,
o0s cinco primeiros termos dessa sequéncia. Para tanto, devemos por na prética os passos do algoritmo
a seguir.

Algoritmo. (Para somar os cinco primeiros termos de uma progressdo geométrica).

¢ Etapa 1. Chame de S; o ntiimero a.

Etapa 2. Some S; com o ntimero a - r. Chame de S; esta soma.

Etapa 3. Some S, com o ntimero 4 - 72. Chame de S3 esta soma.

Etapa 4. Some S3 com o ntimero 4 - r>. Chame de S, esta soma.

Etapa 5. Some S com o ntimero a - 7*. Chame de Ss esta soma.

Deve estar claro que poderfamos somar mais termos dessa sequéncia, fazendo algoritmos muito
parecidos com aquele acima. Com efeito, se quiséssemos somar os seis primeiros termos dessa
progressdo geométrica, acrescentariamos a sexta etapa, que consistiria em somar S5 com o ntimero
a-r°, e chamar de Sg esta soma. Em geral, se quiséssemos somar seus 7 primeiros termos, deveriamos
definir uma extensdo do algoritmo acima até a n-ésima etapa, que consistiria em chamar de S, a
soma de S, 1 com o nimero a - ¥"~!. Consequentemente, levando a cabo o seguinte procedimento
de calculo:

B Sy = a + + + a-r1
r-Sy = a-r + - o+ a-r"l o4+ g
(1-r)-Sy = a - a-r",

alcancariamos o seguinte resultado:

a—a-rt

Sn = 1—r

Mesmo somando tantos termos quantos forem de nosso interesse, jamais chegaremos a soma
infinita procedendo assim. Entretanto, a cada termo que adicionamos, intuitivamente, melhoramos o
resultado final. Esta impressdo pode ser verificada formalmente através do estudo dos limites de
sequéncias, ou ainda, mais especificamente, através do estudo das séries de ntimeros reais. Portanto,
apesar de nenhuma das extensdes do algoritmo acima ter como resultado a soma desejada, ela é
obtida através do limite algoritmico desses processos que, nesse caso, através da ideia matematica de
limite, tem o resultado:
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a

Seo = lim S, = .
n—»oo —7r
Vale dizer que usaremos as férmulas explicadas nesta se¢do para calcular a drea delimitada pelo
Floco de Neve de Koch. Nessa ocasido, escreveremos:

n—1
Sp=a+ ) a-v
=

e, também:
i .
So=a+)y a-7,
=1

para denotar as somas de uma progressdo geométrica que tem a como termo inicial e » como razdo.
Para terminar, seria interessante se o leitor se perguntasse em quais momentos utilizamos o fato de o
moédulo da razdo ser um ntimero menor do que 1. Em outras palavras, em quais momentos usamos
o fato de r pertencer ao intervalo (—1,1)?

3. O ConjunTO DE CANTOR

Daremos inicio a nossa exploragdo das figuras fractais com o Conjunto de Cantor, que é um
objeto relativamente simples justamente por poder ser descrito com um limite algoritmico. Ele foi
introduzido oficialmente na Histéria da Matemaética pelo matematico alemdo Georg Cantor em
1883, apesar de ter sido descoberto pelo astronomo britanico Henry Smith em 1874. O leitor mais
experiente se lembrard de que o Conjunto de Cantor pode ser visto como um exemplo de subconjunto
perfeito da reta real. Ou seja, um subconjunto compacto, ndo enumeravel e totalmente desconexo da
reta real.

Figura 3.1: Georg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor (1845 - 1918). [3]
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Figura 3.2: Henry John Stephan Smith (1826 - 1883). [4]
Algoritmo. (Para iniciar a construgdo do Conjunto de Cantor).

¢ Etapa 1. Desenhe um segmento de reta.

* Etapa 2. Divida este segmento em trés partes iguais. Remova sua parte central.

¢ Etapa 3. Divida cada um dos dois segmentos que restaram na etapa anterior em trés partes
iguais. Remova as partes centrais de cada um deles.

Bem como no exemplo da soma infinita dos termos de uma progressdo geomeétrica, o leitor deve
ter percebido que o algoritmo acima pode ser estendido a um ntimero natural qualquer de etapas.
Isto porque, se assumirmos que a Etapa (n — 1) tenha sido definida, entdo diremos que a Etapa n é
aquela em que, ap6s dividirmos cada um dos 2"~2 segmentos que restaram na Etapa (1 — 1) em trés
partes iguais, retiramos suas partes centrais, totalizando 2"~! segmentos. O Conjunto de Cantor é o
objeto matemadtico obtido como limite algoritmico desses processos. Diremos que as etapas desses
algoritmos estendidos sdo as etapas da constru¢do do Conjunto de Cantor.

Figura 3.3: Etapa avangada da construgdo do Conjunto de Cantor, que ajuda a intuir sua forma geométrica.
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Vamos nos convencer agora que pensar sobre o Conjunto de Cantor através de limites algoritmicos
é uma maneira eficaz de extrair informagdo desse objeto. Para isso, consideremos a seguinte pergunta:
Qual o comprimento dessa figura fractal? Para nos auxiliar nessa empreitada, fizemos a tabela abaixo,
que contém os principais dados acerca das etapas da construgdo do Conjunto de Cantor. Deixaremos
a demonstracdo das férmulas nela apresentadas como exercicios para o leitor. Recomendamos o uso
do Principio de Indugio Finita para isso.

Brapa | Yo e | Comprimento decada | Compriment
1 1 L L
. | W | o
3 | 2 OF 3t
4 23 (%)BL )L
N I O B

Tabela 3.1: Dados sobre as etapas do procedimento de construgdo do Conjunto de Cantor.

Nao é possivel desenhar o Conjunto de Cantor e, depois, com auxilio de uma régua, medi-lo.
Isto porque jamais poderiamos fazé-lo completamente, dado que é uma figura infinita. O melhor
que seriamos capazes de fazer seria esbocar uma etapa bastante avangada de seu processo de
construgdo. Entretanto, devido as limitag¢des fisicas e computacionais, ndo poderiamos continuar
nosso desenho depois de um certo nimero de etapas. Mas a Matematica ndo sofre desse mal! Ou
seja, matematicamente, é sempre possivel um préximo passo. Esta ideia é o cerne conceitual dos
limites algoritmicos.

Vejamos entdo que ndo é complicado verificar que o comprimento do Conjunto de Cantor é zero.
Entretanto, para isso, é necessario termos em mente o seguinte fato, que uma anélise criteriosa diz ser
correto: O comprimento de uma etapa qualquer do processo de construgio do Conjunto de Cantor é estritamente
maior do que seu comprimento. Desse modo, se supusermos que o comprimento do Conjunto de Cantor
seja positivo, e obtivermos uma etapa de seu processo de construcdo que tenha comprimento menor
do que o seu, entdo isto serd uma inconsisténcia. Consequentemente, a tinica possibilidade sera
seu comprimento ser nulo. De fato, se # > 0 é o comprimento do Conjunto de Cantor, entdo o
comprimento da etapa associada ao primeiro ntimero natural maior do que 1+ log, 3 (%) seré
menor do que o comprimento do Conjunto de Cantor. Deixaremos os detalhes desta verificagdo
técnica para o caro leitor, sugerindo que se recorde das propriedades dos logaritmos de ntimeros

reais, caso necessario.
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4. A Curva pE KocH

Falaremos agora sobre a Curva de Koch. Este objeto matematico deve seu aparecimento oficial na
Historia da Matematica ao matemaético sueco Helge von Koch, que a expds no trabalho intitulado
“Sobre curvas continuas sem tangentes, construtiveis a partir de Geometria Elementar”, publicado
em 1904. O leitor mais experiente se lembrard de que esse objeto é um exemplo de curva continua que
ndo é diferencidvel em nenhum de seus pontos. Além disso, este fractal plano ndo possui nenhum

ponto tal que ao seu redor a curva seja grafico de fungdo. Ou seja, esta curva ndo é localmente gréafico
de fungdo em nenhum de seus pontos.

Figura 4.1: Niels Fabian Helge von Koch (1870 - 1924). [5]

Algoritmo. (Para iniciar a constru¢do da Curva de Koch).

* Etapa 1. Desenhe um segmento de reta.

* Etapa 2. Divida este segmento em trés partes iguais. Construa um tridngulo equilédtero sobre
sua parte central. Retire a base deste tridngulo.
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¢ Etapa 3. Divida cada um dos quatro segmentos que surgiram na etapa anterior em trés partes
iguais. Em cada uma das partes centrais, desenhe um tridngulo equildtero. Retire as bases
destes novos tridingulos equilateros.

NN

Também é possivel estender o algoritmo acima a um nimero natural qualquer de etapas. Com

efeito, se assumirmos que a Etapa (n — 1) tenha sido definida, entdo diremos que a Etapa 1 é aquela
em que, ap6s dividirmos cada um dos 4"~2 segmentos que restaram na Etapa (1 — 1) em trés partes
iguais e desenharmos tridngulos equildteros em suas partes médias, retiramos suas bases, totalizando
471 novos segmentos. A Curva de Koch é o objeto matemético obtido como limite algoritmico destas
extensdes. Diremos que as etapas desses algoritmos estendidos sdo as etapas da construgdo da Curva
de Koch.

Figura 4.2: Etapa avangada da construgdo da Curva de Koch, que ajuda a intuir sua forma geométrica. [6]

Faremos agora a mesma pergunta que fizemos no final da se¢do anterior, mas sobre a Curva de
Koch: Qual o comprimento dessa figura fractal? Para responder essa questdo, usaremos a tabela
a seguir, que contém os principais dados sobre o processo de construcdo desse objeto matematico.
Mais uma vez, apesar de o leitor poder acreditar nessas férmulas, seria interessante que o mesmo
as provasse através do Principio de Indugdo Finita. Além disso, serd necessdrio termos em mente o
seguinte fato, que uma analise criteriosa diz ser correto: O comprimento de uma etapa qualquer do
processo de construgdo da Curva de Koch é estritamente menor do que seu comprimento. Devemos ter todos
esses fatos claros porque, como antes, ndo é possivel desenhar a Curva de Koch e, depois, com auxilio
de uma régua, medi-la.

Tendo as informacdes elencadas acima claras e a disposic¢do, também néo é dificil verificar que o
comprimento da Curva de Koch é infinito. De fato, se supusermos que o comprimento da Curva de
Koch seja positivo, e obtivermos uma etapa de seu processo de construgdo que tenha comprimento

10
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B | Lepmentos | scgmento | total
1 1 L L
2 4 (3)L (4)r
2 | ORI NONK
e e L
" 4n—l (%)nflL (%)nilL

Tabela 4.1: Dados sobre as etapas do procedimento de construgio da Curva de Koch.

maior do que o seu, entdo isto serd uma inconsisténcia. Consequentemente, a tinica possibilidade
serd seu comprimento ser infinito. Com efeito, se « > 0 é o comprimento da Curva de Koch, entdo
o comprimento da etapa associada ao primeiro ntimero natural maior do que 1+ log, /5 (%) serd
maior do que o comprimento da Curva de Koch. Deixamos também os detalhes desta verificacdo
para o leitor.

5. O Froco pe NEVE pE Kocu

Voltaremos nossa atengdo agora para o Floco de Neve de Koch. Este fractal descende da Curva
de Koch, que estudamos na se¢do anterior. O leitor mais experiente se lembrara de que aquela figura
fractal é um exemplo de subvariedade topolégica do plano cartesiano que ndo é uma subvariedade
mergulhada diferencidvel, dado que ndo admite nenhuma estrutura suave compativel com mergulho
padréo.

O Floco de Neve de Koch ¢ a figura fractal que consiste em construir uma Curva de Koch sobre
cada um dos lados de um tridangulo equilatero. Por conta disso, deixaremos para o caro leitor a escrita
detalhada de um procedimento de limite algoritmico que o tenha como resultado. A fim de obter
inspira¢do para isso, recomendamos uma olhadela na constru¢do da Curva de Koch. Isto porque
alterar os passos que descrevemos naquela ocasido pode ser suficiente para resolver o problema em
questao.

Devemos dizer também, para dirigir a atencdo do leitor para os pontos principais, que o perimetro
do Floco de Neve de Koch é infinito. Isto porque o comprimento da Curva de Koch é infinito.
Alertamos que estamos chamando de perimetro a medida associada ao Floco de Neve de Koch
porque esta figura é continua e fechada, diferentemente do Conjunto de Cantor, que ndo é continuo,
e da Curva de Koch, que néao é fechada.

11
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Figura 5.1: Etapa avangada da construgio do Floco de Neve de Koch, que ajuda a intuir sua forma geométrica. [7]

Ha um problema interessante a ser resolvido no que se refere ao Floco de Neve de Koch, que
consiste em encontrar a drea por ele delimitada. Para isso, usaremos a tabela a seguir. Esta tem em
suas colunas alguns dos dados que coletamos das etapas do processo de construcdo dessa figura
fractal. Como sempre, deixaremos a demonstracdo das férmulas nela apresentadas como exercicios

para o leitor.

Etapa Numero de | Namero de novos | Comprimento de cada Perimetro
p segmentos tridngulos segmento total
1 3 1 L 3L
2 3-4 3 (3)r 3(4)L
2 2
2 1 4
3 3-4 3-4 (3)r 3(4) L
3 3
4 343 342 (3)r 3(4) L
1 n—1 4 n—1
no| 3.4 3472 (34) L 3(4) L

Tabela 5.1: Dados sobre as etapas do procedimento de construgdo do Floco de Neve de Koch.

Vejamos entdo o acontece com a drea delimitada pelas figuras de cada etapa da construgdo do

Floco de Neve de Koch:

12
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¢ Etapa 1. Ha apenas o tridngulo equilatero inicial. Dai a area da figura desta etapa ser igual a
V3 L2
4

e Etapa 2. Além do tridngulo equilatero inicial, surgem trés tridngulos equilateros com razao
constante de proporcionalidade em relagdo ao tridngulo bésico igual a um ter¢o. Dai a drea
da figura desta etapa ser igual a drea da Etapa 1 mais a drea de cada um dos triangulos que

2
surgem. Ou seja, % [1 +3 (;) ]

e Etapa 3. Além do triangulo equilatero inicial e dos trés tridngulos equildteros que foram
criados na segunda etapa, surgem doze novos tridngulos equildteros com razdo constante de
proporcionalidade em relacdo ao tridngulo bésico igual a um nono. Dai a 4rea da figura desta
etapa ser a area da Etapa 2 mais a drea de cada um dos tridngulos que surgem. Ou seja,

\/iLZ 1+3(;> +3'4<;)2].

13
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¢ Etapa 4. Além do tridngulo equilétero inicial, dos trés tridngulos equildteros que foram
criados na segunda etapa e, também, dos doze tridngulos equildteros que foram criados na
terceira etapa, surgem quarenta e oito novos tridngulos equildteros com razdo constante de
proporcionalidade em relagdo ao tridngulo bésico igual a um vinte e sete avos. Daf a drea da
figura desta etapa ser a drea da Etapa 3 mais a area de cada um desses novos tridngulos. Ou

V312 1+3<;) +3.4(é>2+3~42 (;)31

seja, —

As observagoes feitas nestas quatro primeiras etapas sugerem que a lei que rege a area da figura da
Etapa n é dada pela adigdo da 4rea da Etapa (n — 1) com o produto da drea do triangulo inicial pela
quantidade de tridngulos novos que surgem na Etapa n e pela razdo constante de proporcionalidade
destes em relacdo aquele tridngulo equildtero inicial. Logo, sendo a 4rea dos tridngulos introduzidos

() o) - Q6

a area total na Etapa n é igual a:
n—1 j
3\ [4
1 -1 {=)1
> (3) ) ]

Desta forma, como a drea do Floco de Neve de Koch, que denotaremos doravante por Af, é obtida por

na Etapa 7 igual a:

V312
4

um processo limite, temos:

ae= B[R (

V312

- 3 ;
= 1 -1+<1f3_4 ]
= () G)
_ 24312

=

14
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6. O TRIANGULO DE SIERPINSKI

Veremos agora o Tridngulo de Sierpinski. Este fractal tem um processo de construgdo dual ao
processo de construcdo do Floco de Neve de Koch. Isto porque este foi obtido acrescentando figuras,
ao passo que aquele é obtido retirando figuras. O nome da figura que estamos considerando aqui se
deve ao matematico polonés Waclaw Sierpinski, que o introduziu na Histéria da Matematica em
1915. E interessante notar que esta figura apareceu como padrao decorativo muitos séculos antes do
trabalho deste matemadtico.

Figura 6.1: Waclaw Sierpinski (1882 - 1969). [8]

Algoritmo. (Para iniciar a construgdo do Tridngulo de Sierpinski).

* Etapa 1. Desenhe um tridngulo equildtero, demarcando a drea por ele delimitada.

* Etapa 2. Demarque os pontos médios dos lados do tridngulo da etapa anterior. Desenhe o
triangulo equildtero cujos vértices sdo estes pontos médios. Depois disso, remova a drea por ele

delimitada.
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¢ Etapa 3. Demarque os pontos médios dos lados dos trés tridngulos da etapa anterior. Desenhe
os tridngulos equiléteros cujos vértices sdo estes pontos médios. Depois disso, remova as dreas
por eles delimitadas.

O leitor pode perceber rapidamente que é possivel estender o algoritmo acima a um ntimero
natural qualquer de etapas. Isto porque, se assumirmos que a Etapa (n — 1) tenha sido definida,
entdo diremos que a Etapa n é aquela em que, ap6s demarcarmos os pontos médios dos lados de
cada um dos 3"~ triangulos da Etapa (n — 1) e desenharmos os tridngulos equildteros cujos vértices
sdo estes pontos médios, removemos as dreas por eles delimitadas, totalizando 3”2 novos tridngulos
equilateros. O Triangulo de Sierpinski é o objeto matematico obtido como limite algoritmico destas
extensdes. Diremos que as etapas desses algoritmos estendidos sdo as etapas da construgio do
Tridngulo de Sierpinski.

Figura 6.2: Etapa avangada da construgio do Tridngulo de Sirpinski, que ajuda a intuir sua forma geométrica. [9]
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Entendemos como perimetro do Tridngulo de Sierpinski a soma dos comprimentos de todos os
segmentos que o compdem, ndo somente dos lados do tridngulo equilétero inicial. Deste modo, qual
o perimetro dessa figura? Além disso, a drea delimita por este fractal é claramente menor do que a
do tridngulo equildtero com o qual comecamos, mas qual é seu valor exato? Para responder essas
questdes, usaremos a tabela a seguir. Esta tem em suas colunas alguns dos dados que coletamos das
etapas do processo de construcdo dessa figura fractal. Como de praxe, a demonstragdo das férmulas
apresentadas é um exercicio para o leitor.

Nimero de buracos | Area de um novo

Area removida | Perimetro total
novos buraco

Etapa

2 1 ﬁ(%)zﬁ ﬁ(%)zﬂ 3(3)L

3 3 \@(})3? 3v/3 (}1)3L2 3(3)°L

4 32 \@(%)4? 32\/5(}1)412 3(3)°L

n 312 VA2 ferva (1) | s e

Deixaremos também para que o caro leitor se inspire nas contas que fizemos para o Floco de
Neve de Koch e demonstre que a area delimitada pelo Tridngulo de Sierpinski é nula. Para isso,
recomendamos o calculo do total de drea retirada e sua comparagdo com a drea do tridangulo equildtero
inicial.

Vejamos que ndo é complicado verificar que o perimetro do Tridngulo de Sierpinski é infinito.
Entretanto, para isso, é necessario termos em mente o seguinte fato, que uma anélise criteriosa diz ser
correto: O perimetro de uma etapa qualquer do processo de construgio do Tridngulo de Sierpinski é estritamente
menor do que seu perimetro. Desse modo, se supusermos que o perimetro do Tridngulo de Sierpinski
seja positivo, e obtivermos uma etapa de seu processo de construcdo que tenha perimetro maior
do que o seu, entdo isto serd uma inconsisténcia. Consequentemente, a tinica possibilidade sera
seu perimetro ser infinito. Com efeito, se & > 0 é o perimetro do Tridngulo de Sierpinski, entdo o
perimetro da etapa associada ao primeiro nimero natural maior do que o valor real 1 + log; /» =
serd maior do que o perimetro do Tridngulo de Sierpinski. Deixaremos também os detalhes desta
verificagdo puramente técnica para o leitor.
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7. O QUADRADO DE SIERPINSKI

Para terminar este texto e, consequentemente, nossa exposi¢do sobre as figuras fractais mais
importantes da Histéria da Matemaética, falaremos sobre o Quadrado de Sierpinski. Este fractal
também foi descrito pela primeira vez por Waclaw Sierpinski, mas um ano apés a descri¢do do
Tridngulo de Sierpinski, em 1916. O leitor mais experiente se lembrard de que o Quadrado de
Sierpinski é uma generalizagdo do Conjunto de Cantor para duas dimensoes e, também, procurara
generalizar esta ideia para dimensdes maiores.

Figura 7.1: Etapa avangada da construgio do Quadrado de Sierpinski, que ajuda a intuir sua forma geométrica. [10]

O Quadrado de Sierpinski é construido de maneira muito semelhante ao Triangulo de Sierpinski.
Por conta disso, deixaremos para o leitor a escrita detalhada de um procedimento de limite algoritmico
que o tenha como resultado. A fim de obter inspira¢do para isso, recomendamos outra olhadela na
construgdo do Tridngulo de Sierpinski. Entretanto, visualizaremos a seguir alguns passos de sua
construgdo no Fractal Tool. Este aplicativo necessita extensdo Java, funcionando em navegadores
como o Internet Explorer, mas ndo em navegadores mais populares como Google Chrome ou Mozilla
Firefox.

Create a "now" image.

[ )]
L1
[ ]
A
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@]
e
2e
o
80
80

Now [pong] Next Initial

Figura 7.2: Interface do aplicativo Fractal Tool.
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Figura 7.4: Segunda etapa da construgio do Quadrado de Sierpinski.

S~ TaT B

Figura 7.5: Terceira etapa da construgdo do Quadrado de Sierpinski.
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Finalmente, deixaremos como longo e divertido exercicio o trabalho de descrever o perimetro

total, que é infinito, e a drea delimitada, que é nula, do Quadrado de Sierpinski. Recomendamos a

construgdo de uma tabela andloga a que fizemos para o Tridngulo de Sierpinski. Esta deve ter em

suas colunas dados coletados das etapas do processo de construgdo dessa figura fractal que sejam

luteis para os argumentos a serem usados. Lembramos que devem ser demonstradas as férmulas

apresentadas.

8. CoNcCLUSOES

* Os algoritmos sdo uma forma muito eficaz de lidar com problemas. Eles podem ser encontrados
em situagdes simples do cotidiano, como beber a d4gua de um filtro usando um copo, bem
como em situagdes complexas, exemplificadas pelas discussdes que apresentamos. De fato,
vérias vezes, pudemos localizar comportamentos algoritmicos nas figuras vistas, que facilitaram
bastante o estudo de aproximag¢des dos objetos em questdo. Entretanto, quando falamos
de fractais, tal no¢do ndo se mostrou frutifera, dado que hd uma incompatibilidade entre a
infinitude daqueles e a finitude desses. Dai surgiu a necessidade de usar os limites algoritmicos,
que fazem parte de um pensamento matematico que extrapola a finitude dos algoritmos mas

sem perder as informacdes que estes nos trazem.

A soma infinita de uma progressdo geométrica é o primeiro exemplo de série infinita com o
qual entramos em contato. Isto porque, oficialmente, a aprendemos nos anos iniciais do Ensino
Médio. Além de os termos que a compdem terem um padrdo bastante simples, ela possui uma
férmula explicita que nos permite calcular seu valor. Na Matemadtica, o primeiro problema
quando lidamos com somas infinitas abstratas é o de decidir quais delas fazem sentido. Em
termos mais técnicos, quais delas sdo convergentes. Existem muitos resultados que nos ajudam
a decidir sobre essa questdo, mas ndo ha uma resposta definitiva para ela. Uma das ferramentas
mais conhecidas nesse sentido é o Teste da Comparagio. Este garante a convergéncia de uma série
a partir da sabida convergéncia de outra. Nao sdo poucas as situagdes em que comparamos
uma série de interesse com a série gerada por uma progressao geométrica infinita. Isto ajuda a
entender que essa soma infinita ndo é somente um primeiro exemplo nesse contexto, bastante
atil inclusive pelos usos que vimos nesse texto, mas também é uma série essencial em situag¢des
mais avancadas.

Os exemplos que vimos nos fornecem figuras geométricas que escapam a intuicdo fisica
cotidiana. Com efeito, vimos o exemplo do Floco de Neve de Koch, que é um objeto geométrico
que pode ser pintado mas cujo contorno ndo pode ser desenhado. Isto porque sua érea € finita
ao passo que seu perimetro é infinito. No fim do texto, para encerrar, vimos dois casos ainda
mais perturbadores. De fato, tanto o Tridngulo de Sierpinski quanto o Quadrado de Sierpinski
possuem perimetros infinitos e dreas nulas. No mundo dos fractais, coisas estranhas podem
acontecer!
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* Os fractais que foram estudados neste texto sdo especiais, sdo chamados fractais regulares. A
grande maioria das figuras fractais ndo é desse tipo. Dois exemplos que nido o sdo podem
ser vistos nas duas primeiras figuras deste trabalho. O estudo desses outros objetos pode ser
bastante complicado. Isto porque hd problemas em aberto na pesquisa em Matematica Pura até
os dias de hoje. Para se ter uma ideia das dificuldades encontradas no estudo dos fractais, até o
presente momento, ninguém forneceu uma definicdo matematica universalmente aceita para
esses objetos. Recomendamos ao leitor interessado nossas referéncias. Estas contém exposicdes
com diferentes niveis e finalidades, apesar de necessitarem de alguns conhecimentos mais

aprofundados em Matematica.

* Os fractais sdo muito tteis nas ciéncias da atualidade. Por exemplo, na Astrofisica, eles se
relacionam com a distribui¢do das estrelas no universo e com o comportamento dos gases inte-
restelares. Na Biologia, a autossimilaridade também j4 foi identificada em sequéncias de genes.
Na Ciéncia da Computacao, fractais podem ser usados para modelar no computador objetos
naturais com precisdes surpreendentes. Dentro da Matematica, o estudo dos fractais mobiliza
dreas como a Teoria da Medida e os Sistemas Dinamicos, com o estudo, por exemplo, das
fungées continuas nao diferencidveis em ponto algum. Tem-se também as dreas da Geometria
Fractal e da Anélise Fractal, em que se sustentam as aplica¢des acima citadas. Recomendamos a
leitura da segunda parte desse trabalho para o leitor que se interessar por um aplicacdo pratica
desses conceitos.
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