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Resumo

Com uma demonstragdo do primeiro Teorema da Incompletude de Godel que exige somente conheci-
mentos bdsicos sobre niimeros naturais, fungoes e uma linguagem de programagdo, vocé vai descobrir que
existem afirmagdes que podem ser demonstradas sem vocé ter certeza se o que entendeu foi o oposto do que
te disseram.

1. INTRODUGAO

rovado no inicio de 1930 e publicado no Uber formal unentscheidbare Siitze der Principia

Mathematica und verwandter Systeme, o primeiro Teorema da Incompletude de Godel foi um

marco para a matemadtica no século 20, mostrando que a matemadtica ndo era um objeto
finalizado e consistente, como muitosF_-] acreditavam.

O Teorema enuncia que:
Toda teoria rica o suficiente, axiomatizavel e completa é inconsistente.

... e esse enunciado imediatamente nos leva a algumas perguntas:

o Quando uma teoria é completa? Se para qualquer afirmacdo na teoria existe uma demonstracdo
(na teoria) para a afirmagdo ou para a negacdo da afirmagdo.

o Quando ela é inconsistente? Quando uma afirmacao e sua negacdo podem ser ambas demons-
tradas (chamamos isso de uma contradicéo).

o O que é uma teoria axiomatizdvel? Para nés, uma teoria “axiomatizdvel” seria a existéncia
de um programa executado em tempo finito que verifica se algo é uma demonstracao.
Formalizar o que é uma teoria axiomatizavel ndo cabe ao escopo deste texto.

Escrevendo de outro modo, o teorema prova que toda teoria “rica o suficiente”, axiomatizavel,
que prove ou refute qualquer afirmagdo da prépria teoria, gera contradigdes.
Entenderemos melhor o que “rica o suficiente” quer dizer ao longo do texto.

*Agradecimentos ao Leandro F. Aurichi e a todos os revisores
!David Hilbert, por exemplo. D4 uma olhada na lista de problemas que o préprio fez em 1900. Vocé também pode
tentar resolver alguns. ;)
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1.1. Comentérios sobre a demonstragédo

Neste texto vamos apresentar uma prova simplificada do primeiro Teorema da Incompletude de
Godel, diferente da original formulada pelo préprio Godel.

A seguinte demonstracgdo foge de grandes discussoes filos6ficas acerca de sua prova e evita
0 maquindrio pesado de logica matemdtica presente em demonstra¢des mais formais. Para
entendé-la é recomendado que vocé tenha alguns conhecimentos basicos sobre uma linguagem de
programacao, nimeros naturais e fungdes.

O que vamos fazer ao longo deste texto % na secdo |2} fixar uma linguagem de programacdo a
nossa escolha e entdo exibir uma func¢do f ndo computédvel. Em seguida, na se¢do [3} vamos definir
uma teoria onde seja possivel construir a funcédo f{’| Munidos disso (e de algumas outras coisas),
na sec¢do [4| utilizaremos um programa, chamado EhUnaDemonstracao, que recebe uma afirmacao e
verifica se ela é uma demonstragdo. O intuito de tudo isso é chegar em uma contradicdo sobre a
ndo computabilidade de f: se nossa teoria fosse completa e consistente seria possivel descrever
um programa que calcula os valores de f. Assim concluiremos que nossa teoria axiomatizavel e
completa é, na verdade, inconsistente.

2. UMA FUNCAO NAO-COMPUTAVEL

Comece fixando uma linguagem de programacdo P, pode ser algo como C, Pascal, Fortran, Python,
etc. A linguagem é finita, isto é, tem finitos simbolos e cada programa gerado ¢é finito. Mas isso
ndo quer dizer que a quantidade de programas possiveis tenha tamanho limitado; pense nos
numeros naturais - temos finitos algarismos, cada ntimero usa finitos algarismos e a quantidade
de ntmeros é infinita. De fato a quantidade de programas possiveis de serem feitos em P é
enumeravel. Um conjunto C é dito enumeravel quando ha uma inje¢do do conjunto C para os
naturais IN.

Para provar a enumerabilidade dos programas vamos dar para cada simbolo da nossa lingua-
gem um numero. Note que unindo vérios simbolos estaremos unindo também vérios ntiimeros e
formando um ndmero maior. Poderiamos associar entdo para cada programa o nimero gerado
pela concatenagdo dos ntimeros de cada simbolo. Mas como garantir que esse nimero seja ﬁnicqﬂ?
Veja essa sequéncia de simbolos:

A ! 0 ~ - ! ) ( = 4+ ) *
100 101 102 103 104 105 106 107 108 109 110 111

Associamos para cada um simbolo um ntmero de trés digitos. Isso se deve ao fato de nao
querermos dupla interpretagdo para uma frase. Suponha que tivéssemos os simbolos A e B com os
numeros 1 e 11, respectivamente. Ndo saberiamos se o namero 111 representaria “AB”, “AAA”,
“BA” ou “x”. Tendo cada ntmero representado por trés digitos saberemos que 111103 representa
somente “x ~”. Claro que 3 digitos seria a melhor representacdo para uma linguagem com até 900
simbolos. Para maiores quantidades poderiam ser 4 digitos, 5 ou o “n” que melhor se adequasse.
Assim poderiamos associar para cada programa de nossa linguagem um ntimero tnico formado

pela concatenagdo de ntimeros de n digitos.

2Spoiler alert!

3 A nossa teoria (e ndo a nossa linguagem de programacéo) é, portanto, “rica o suficiente” para ser possivel construir e
calcular cada valor da fungéo f.

4Perceba que, se existe uma fungao associando cada programa a um tnico ntimero, tal fungdo é uma injegio de P para
os naturais IN. Isso prova que a quantidades de programas em P é enumeravel.
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Definicdo 1. Seja f : IN — {0, 1}. Vamos dizer que f é uma fungdo computdvel se existe um programa
feito na linguagem P que, ao receber o valor n, devolve f(n).

Como a quantidade de programas possiveis em P é enumeravel, podemos ter apenas uma
quantidade enumerdvel de fungdes computdveis, que podem ser enumeradas. Mas nédo precisamos
nos restringir apenas a isso: é possivel ordend-las.

Uma fungdo computével f possui um ou mais programas que atestam sua “computabilidade”.
Se usarmos uma enumeracdo como a definida acima para os programas da nossa linguagem
P, poderiamos tomar o menor ntimero a associado aos programas que computam f e entao
“renomear” f para f;. Deste mod(f] nossas fungdes computaveis podem ser ordenadas de acordo
com a ordem da enumeragdo dos programas de P.

Da defini¢do sabemos o que é uma fung¢do ndo computavel: uma funcéo para a qual nio existe
programa feito na linguagem P que ao receber o valor 1, devolve f (). Para provar que existem
tais fun¢des vamos olhar a ilustracdo abaixo:

0|1]2]3|4]5]6
fo = ol1[1(0[1]0]0
i = o0|0|1l0l0|1]1
£ o= 1]1]1|0|1|1]0
£ = 1]olol1]|0|0]0
f o= o0]0l1|1|1|0]1
fs = 1|1]0|0|1]|0]0
fo = ol1|0|0|1]|0]|1
f = 1|1/0/0/0|1/0

Figura 1: A ilustragdo representa uma lista de todas as fungdes computduveis (cada uma aparece na lista apenas uma
vez). Para entender melhor olhe para cada igualdade: i esquerda, f; é uma dessas fungdes, a direita temos o
valor de f; em cada miimero natural (representado pelas colunas) de seu dominio. A fungdo f foi escrita com
base nos valores de cada f;(i), indicados pelo sublinhado.

Listamos acima a imagem de todas as fung¢des computéveis (em fp temos f5(0) =0, fo(1) =
1,f0(2) = 1,f03) =0,fo(4) =1, /(5 = 0,f(6) =0,.). Podemos definir entdo um novo
elemento f tomando para cada um dos elementos listados um elemento diferente do conjunto:
f(0) = 1, diferente de fy(0) = 0, ou seja, f é diferente de fp, em seguida f(1) = 1, diferente
de f1(1). Continuando deste modo teremos que cada f (i) sera diferente de f;(i), ou seja, f sera
diferente de cada uma das enumeracdes f; e é, portanto, um novo elemento.

Note que esse novo elemento, definido de tal forma, é uma funcdo ndo computéavel, pois
haviamos listado todas as fungdes computdveis e definimos uma que néo estava nessa listaﬁ

5E possivel formalizar esse argumento construindo inje¢oes. E um exercicio interessante, mas o importante aqui é
entender que essa ordenacdo existe. Argumentos desse tipo podem ser mais intuitivos se pensados assim: se existe uma
injecdo de um conjunto C para um conjunto D, entdo a quantidade de elementos em C é limitada (menor ou igual) pela
quantidade de elementos em D.

®Com um raciocinio semelhante (chamado método de diagonalizagdo de Cantor) poderfamos provar a ndo enumerabili-
dade do conjunto das fungdes f : IN — {0,1}, ou seja, provar que ndo existe uma injegdo das f’s para os naturais, isto &,
“sobram” fungdes e “faltam” ntiimeros. Aqui essas fungdes “excedentes” sdo chamadas de fungdes ndo computaveis. Estas,
de fato, sdo infinitas, mas para nds a existéncia de pelo menos uma ja é suficiente.
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Vamos entdo fixar f : N — {0,1}, uma fun¢do ndo computavel. Note que para podermos
explicitar a fungdo f, basta utilizar um método de ordenagdo para nossas fungdes f;;. J4 sabemos
que esse método existe. Estando elas ordenadas, saberemos o valor de f(n) pois sabemos o valor

de cada fi (k).

3. UMA TEORIA PARA DEFINIR A FUNGAO f

Definicdo 2. Vamos chamar de uma teoria uma colegdo de axiomas e algumas regras de inferéncia.

Informalmente, uma regra de inferéncia é uma maneira de se “obter” afirmacoes a partir de
anteriores. Por exemplo, uma possivel (e bastante comum) regra é a que diz que a partir das
afirmacdes “A” e “A — B”, obtemos a afirmacdo “B” (essa regra é conhecida por modus ponens,
que em portugués podemos ler como “sabemos que A vale e que toda vez que A vale, B vale,
entdo B vale”). Outro exemplo é a regra de substitui¢do: se temos “¢(x)” e temos que “x = y”,
entdo temos “¢(y)”, onde ¢ é uma propriedade qualquer.

Ao fixar uma teoria, também estamos fixando os simbolos que podem ser usados nas afirmagdes
(em geral, sdo coisas como —, ¥, v,”, etc).

Vamos fixar para o decorrer deste texto uma teoria T que seja “rica o suficiente” para que
possamos definir e explicitar a funcédo f fixada acimeﬂ

Definicdo 3. Fixada uma teoria, uma demonstracdo nada mais é que uma sequéncia @1, ..., ¢, onde cada
@x € um axioma ou existem @;’s com i < k de forma que @, é obtida a partir de wma das regras de inferéncia
da teoria a partir das ¢;’s.

Para entender melhor o que é uma demonstra¢do vejamos um exemplo na teoria de grupos.
Podemos demonstrar, a partir de um dos axiomas de grupo (o que garante a existéncia do elemento
neutro), a unicidade do elemento neutro da operagdo definida. Veja:

JeeG VaeG (eca=a)A(a-e=a) axioma da existéncia do elemento neutro
(IxeG VaeG (x-a=a)) — (x=e¢) afirmagdo: se x é um elemento neutro, x = ¢
= x uso do axioma para e
e uso do axioma para x
=e¢ uso de um axioma légico
(IxeG VaeG (x-a=a)) — (x=e¢) afirmagdo demonstrada

4. PROGRAMANDO

Agora com a nossa linguagem de programagdo P fixada vamos fazer alguns programas sobre
resultados em nossas teorias, pois precisamos de métodos para saber se uma afirmacdo é ou
ndo uma demonstragdo. E importante destacar aqui que é crucial que os programas possam
ser executados em tempo finito, afinal seria dificil encontrar um computador que rodasse um
programa para sempre.

7Como exemplo de teoria “rica o suficiente” para explicitar f poderfamos citar o sistema de axiomas da teoria dos
conjuntos conhecido como ZFC. Citaremos ele novamente mais adiante.
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4.1. Um programa que gera provas

Fagamos um programa Provas na nossa linguagem de programagdo P que gere todas as possiveis
demonstragdes da teoria T. Né&o é necessdrio que o programa dé como resultado somente
demonstragdes, ele pode gerar bastante lixdﬂ O problema é que tal programa ndo seria executado
em tempo finito, afinal sdo infinitas demonstra¢des. Para melhoré-lo, vamos estabelecer ele de
maneira que receba um n € IN e devolva uma sequéncia de simbolos presentes em T. Assim,
para qualquer demonstragdo 4 na nossa teoria T existe n tal que o programa Provas aplicado a n
resulte em d.

Tal programa Provas pode ser definido da maneira analoga a listagem de todos os programas
possiveis que exemplificamos, visto que as demonstrac¢des sdo finitas.

Por exemplo, suponha que nossa linguagem (de T) possui menos que 900 simbolos. Associe
a esses simbolos ntiimeros distintos entre 100 e 999. Quando nosso programa Provas receber
um ndmero 100 < a < 999 ele retorna o simbolo correspondente. Depois, ao receber o nimero
a1azasb1bybs o programa retorna o simbolo de ntimero aya2a3 concatenado com o simbolo de
ndmero b1bybs, e assim por diante. Assim, sendo o simbolo “A” associado ao ntiimero 739 e o
simbolo “B” associado ao ntiimero 387, o programa ao receber o ntimero 739387 retornaria “AB”.
Ou seja, nosso programa verificaria se nosso ntimero tem uma quantidade de algarismos mdltipla
de 3 e em seguida verificaria se grupos de 3 niimeros da esquerda para a direita (ou ao contrario,
vai de sua preferéncia) estdo associados a um simbolo.

Quando um ndmero ndo satisfaz esses requisitos, como aconteceria com o ntmero 4253,
nosso programa retornaria uma sequéncia de simbolos fixa, como por exemplo “##”. Precisamos
acrescentar também um simbolo extra, com o ntimero, digamos, 999 (o 4ltimo), a ser colocado no
final de cada afirmacéo, assim nosso programa representard as demonstracées em afirmacdes do

tipo @1, 92, ..., Pu.
4.2. Um programa que verifica demonstragdes

Vamos implementar outro programa chamado EhUmaDemonstracao que recebe dois parametros:
uma sequéncia de simbolos e uma afirmacdo ¢ de T. Daf ele deve

e Retornar 1 se a sequéncia é uma demonstragdo para ¢;
e Retornar 0 se a sequéncia é uma demonstragdo para —¢ (negacdo de ¢).

Uma demonstragdo para ¢ nada mais é que uma demonstracdo cuja tltima afirmacéo é a
propria ¢. Lembre-se do nosso exemplo da unicidade do elemento neutro, a afirmacdo final era a
afirmagdo que queriamos provar.

Esse é o programa que atesta que nossa teoria é axiomatizéveﬂ

4.3. Um programa que verifica afirmagoes

Definicdo 4. Dizemos que uma teoria é completa se, para toda afirmagio ¢ existe uma demonstracio para
@ ou uma para —g.

8Dependendo da complexidade da linguagem da teoria T, nada impede que o programa gere uma “prova” como
aquelas que os professores ddo aos alunos no fim do semestre.

Caso vocé tenha problemas em acreditar que um programa como esse existe lembre-se que compiladores (que sdo
programas) executam uma tarefa semelhante através de andlise 1éxica, sintdtica e semantica.
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Suponhamos T completa. Existe um programa Provou que recebe uma afirmacgdo ¢ de T e
deve

e Retornar 1 se ela admite uma demonstracéo;
e Retornar 0 se ~¢ admite uma demonstracao.

Na verdade podemos explicitar tal programa:

PARA n = 0, ENQUANTO n == n, FACA :

SE (EhUmaDemonstracao ( n), ¢) == 1)
RETORNA 1;
SE (EhUmaDemonstracao ( n), —@) == 1)
RETORNA O;
n++;
FIM-PARA

Note que o programa s6 roda em tempo finito porque sabemos que T é completa.

4.4. Um programa especial para a fungio f

Notamos que se T é completa, para cada afirmacdo do tipo “f(n) =1” ou “f(n) = 0” (f é a fixada
acima), existe uma demonstragdo para “f(n) = 1” ou uma para “f(n) = 0".

Isso acontece porque, como nossa teoria é completa, se ndo existe uma demonstragdo para
“f(n) = 1", existe uma demonstragdo para “f(n) # 1”. Mas “f(n) # 1” é justamente “f(n) = 0",
pois o contra-dominio da nossa func¢do f possui somente esses dois elementos: 0 e 1.

Definicdo 5. Dizemos que uma teoria é consistente se nio existe uma afirmacio ¢ tal que existam provas
para @ e para —@.

Suponhamos T completa e consistente. Notamos entdo que, para cada afirmagdo do tipo
“f(n) =1”, ou existe uma demonstragdo para ela, ou existe uma demonstragio para “f(n) = 0”,
mas ndo ambos os casos.

Note que com isso seria possivel fazer um programa que calcule f(1).

Faga um programa chamado String que recebe n e retorna a string “f(n) = 1”. Feito isso,
basta olhar para o seguinte programa:

SE( String(n)) == 1)
RETORNA 1;

SE NAOQO
RETORNA O;

FIM-SE

Quando a afirmacdo “f(n) = 1” é demonstravel o programa retorna o valor 1 e quando a
afirmagdo “f(n) = 0” é demonstravel o programa retorna o valor 0. Mas isso é um programa que
recebe o valor 1 e retorna f(n), um absurdo, ja que nossa f é ndo computavel.

Esse programa depende que nossa teoria T seja completa e consistente, mas ele s6 gera
contradi¢ées quando assumimos a consisténcia de T: no caso de uma teoria inconsistente o
programa ndo necessariamente calcula o valor de f(n).

Deste modo, provamos que uma teoria axiomatizével, rica o suficiente para definir f e completa
ndo pode ser consistente sem gerar contradicoes.
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5. UMA VEZ INCOMPLETA, SEMPRE INCOMPLETA

Resumindo, mostramos que T é uma teoria tal que:
1. E suficientemente rica para podermos definir e exibir a fungao f;
2. é axiomatizavel,;
3. é consistente;
4. é completa;

E chegamos a uma contradi¢do. Desta forma, ndo existe uma teoria axiomatizével, rica o
suficiente para definir f, que prove ou refute qualquer afirmagdo da prépria teoria e ndo gere
contradigdes.

Como uma consequéncia do primeiro Teorema da Incompletude de Godel, podemos pensar
entdo que dada uma afirmacdo ¢ que ndo possui demonstragdo para ¢ nem para —¢, bastaria
acrescentar a afirmagdo ¢ como um axioma. Assim, T continuaria rica o suficiente para definir a
fungdo f, assim como consistente. Mas, se ela for completa entdo poderiamos aplicar o teorema
novamente e chegar a uma nova contradi¢do. Concluimos que T é tal que podemos aplicar o
teorema feito neste texto e ndo adianta acrescentarmos algum axioma que ela continuara sendo
incompleta.

6. INDO UM POUCO ALEM

6.1. Um breve historico

Em setembro de 1930, Godel anunciou o resultado desse teorema em uma conferéncia em
Komnigsberg (a cidade se chama Kaliningrado atualmente@b.

Na época do acontecimento, a demonstracdo deste teorema foi um grande impacto nas
tentativas de fundamentar as bases da matematica, que sofriam de paradoxos E e inconsisténcias.

Essas tentativas j4 aconteciam na época de Bertrand Russell, que tentou fundamentar a
aritmética no seu Principia Mathematica, publicado em trés volumes entre 1910 e 1913, mas foram
melhor definidas quando David Hilbert, no inicio da década de 1920, formulou o que viria a ser
conhecido como Programa de Hilbert.

Entre as coisas que o programa de Hilbert almejava estavam, além da formalizagdo, a prova da
completude e consisténcia de uma teoria que seria a base da matemética@

6.2. Resultados subsequentes

Um resultado curto sobre o Teorema da Incompletude de Godel nos mostra que a axiomatica
de Tarski para a geometria euclidiana, que é completa e consistente, ndo é, portanto, “rica o
suﬁciente’

Hoje em dia a matemaética se fundamenta no sistema de axiomas da Teoria dos Conjuntos
Zermelo-Fraenkel, denominado ZF, ou ZFC, como ele é mais conhecido quando em conjunto do
Axioma da Escolha]

102017

Um paradoxo “famoso” até hoje é o chamado Paradoxo de Russell.

12Em sua tltima anélise, toda teoria matematica poderia ser reduzida a aritmética.

13Tal teoria ndo seria capaz de descrever os ntimeros naturais e todas suas propriedades (a aritmética citada anteriormente)
e, portanto, nela nado é possivel construir a fungdo ndo computavel utilizada na demonstragéo.

14 Axiom of Choice, em inglés. O “C” vem de “Choice”.
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Paul Cohen provou em 1963, em conjunto a resultados anteriores de Kurt Godel, que o Axioma
da Escolha é independente dos outros axiomas de Teoria dos Conjuntos, isto é, os axiomas de
Teoria dos conjuntos ndo provam a afirmagdo nem a negagdo do Axioma da Escolha.

ZFC nao pode provar sua propria consisténcia de acordo com o resultado conhecido como
segundo Teorema da incompletude de Godel. Mas isso af j& é papo pra um outro texto. ;)
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