Acta Legalicus e Janeiro 2019 e No. 18

Os Irracionais como um Produto

ViNicIus DE OLIVEIRA RODRIGUES

Universidade de Sao Paulo
vinicius.oliveira.rodrigues@usp.br

Resumo

Mostraremos que o conjunto dos niimeros irracionais é homeomorfo ao conjunto das sequéncias de niimeros
naturais com suas respectivas topologias usuais.

1. INTRODUCAO

M fato bastante conhecido por matemaéticos conjuntistas, porém raramente provado com
todos os detalhes, é o de que o conjunto dos niimeros irracionais ¢ homeomorfo ao espago
das sequéncias de ntimeros naturais, INN.

Tal fato é surpreendente: IN, N2, N3, N4, ... sdo todos espacos infinitos, enumerdaveis e com
topologia discreta, logo, sdo todos topologicamente equivalentes: qualquer bijecdo entre quaisquer
um deles é um homeomorfismo! Esses sdo os conjuntos das 1-uplas, 2-uplas, 3-uplas, 4-uplas... de
numeros naturais. Porém, se considerarmos o espago de todas as sequéncias infinitas de niimeros
naturais (com licenga poética, as infinito-uplas de ndmeros naturais, ou, para incomodar menos
pessoas, as infinito-uplas enumeréveis de niimeros naturais), o que obtemos é surpreendentemente
o conjunto dos ntmeros irracionais, um velho conhecido de todos que concluiram o ensino médio.

A prova deste fato é conhecida e indicada em vérios livros textos, porém raramente é feita
com todos os detalhes. Um dos lugares onde uma indicagdo da prova aqui expressa pode ser
encontrada é no livro General Topology de S. Willard [4].

Os pré requisitos para a leitura desse artigo sdo: conhecer o Teorema dos Intervalos Encaixantes,
ter nogdes basicas de topologia geral (o que inclui o conhecimento de o que é um espago
topolégico, uma base para um espago topoldgico, uma fungdo continua entre espagos topolégicos
e um homeomorfismo), no¢des sobre conjuntos enumeraveis e um certo traquejo ao se lidar
com construgdes recursivas. Conhecimentos sobre sequéncias decorrentes por exemplo de uma
primeira metade de um curso de andlise real ajudam a visualizar a construgao.

2. O ESPACO DAS SEQUENCIAS DE NUMEROS NATURAIS

Usaremos algumas notagdes conjuntistas que merecem alguma explicagdo. Se A, B sdo conjuntos,
define-se A® como sendo o conjunto de todas as fungdes de B em A. Entao NN é o conjunto de
todas as sequéncias de ntimeros naturais. Consideraremos que 0 é um ntmero natural.

Além disso, um ntimero natural 7 é o conjunto de todos os ntimeros naturais anteriores, ou
seja, 0 = @, 1 = {0}, 2 = {0,1}... Em geral, um ntimero natural n coincide com o conjunto
{meN:m< n}ﬂ

Dessa forma, se A é um conjunto, A" é o conjunto das fun¢des de {0,1,...,n —1} em A. Uma
fungdo s com dominio n pode ser denotada por s = (s, ...,S,—1) onde s; é outra notagdo para s(i).

T Em Teoria dos Conjuntos os ntimeros naturais de fato sdo construidos de modo a satisfazer essa relagio. Essa
construgdo se deve a Von Neumann [I]]. O leitor interessado pode consultar o capitulo 3 de [2].
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Perceba que nesse caso, s pode ser pensado como uma n-upla, de modo que A" é simplesmente o
conjunto das n-uplas de A.

Uma das vantagens desta notac¢des é que se f : IN — IN é uma fungdo e # um ntmero natural,
entdo f|n = (f(0),..., f(n —1)) é uma n-upla de elementos de A, ou seja, f|n € A™.

No geral, quando temos um espago topolégico X e um conjunto A, hd uma topologia padrdo
para o espago X“ de todas as fungdes de A em X denominada topologia produto. Nés nao
assumiremos esse conhecimento do leitor. O que vamos fazer é dizer qual é uma base para
essa topologia para o caso particular em que A = X = IN. O leitor que tiver conhecimento
sobre topologia produto pode verificar que a topologia que definiremos aqui coincide com a
topologia produto. Abaixo, definiremos a topologia de NN. Primeiro, vamos inserir algumas
outras defini¢Ges.

Defini¢do 1. Dado um conjunto A, o conjunto de todas as sequéncias finitas ndo vazias de A
é o conjunto Seq(A) = U,>1 A". Um elemento de Seq(A) é chamado de sequéncia finita (ndo
vazia) de A. Se s € Seq(A), o comprimento de s, denotado por |s|, é o dominio de s. Ou seja, se
s:n— A, entdo |s| =n e s é uma |s|-upla.

Se s € Seq(IN) define-se o cone determinado por s como sendo Vs = {f € NN : f||s| = s}.
Intuitivamente, V; é o conjunto de todas as sequéncias de ntimeros naturais que comegam com s.

O conjunto dos cones é definido como sendo C = {V; : s € Seq(A)}.

Finalmente, se s,t € Seq(A), entdo a concatenagdo st € Seq(A) é a sequéncia de dominio
Is| + |t| tal que s t(n) = s(n) para todo n < |s| e s"t(n) = t(n —|s|) se |s| < n < |s| + |t].
Intuitivamente, a concatenacdo de duas sequéncias consiste em justapd-las uma apés a outra. Por
exemplo, (2,3,1)7(2,3) = (2,3,1,2,3).

O conjunto dos cones determina uma topologia em INN para a qual ele é base (mostraremos
isso). Lembremos da proposicdo abaixo vista em cursos e textos basicos de Topologia Geral:

Proposigdo 2. Seja X um conjunto e B C P(X) uma colegio de subconjuntos de X que satisfaz:

1. Para todo x € X existe A € Btalque x € A, e

2. Para todos A, B € B e para todo x € ANBexiste C € Btalquex € C C ANB.

Entdo existe uma tnica topologia T em X tal que B é uma base para T[]

Utilizaremos esta proposigdo para mostrar que o conjunto dos cones forma uma base para
uma topologia em NN,

Proposicdo 3. A respeito de cones:
1. Ses,t € Seq(A) e existe n < min{|s|, |¢|} tal que s(n) # t(n), entdo Vs NV; = Q.
2. Se s, t € Seq(A), |s| < |t| e para todo n < |s| temos que s(n) = t(n), entdo Vs N V; = V4.
3. C é uma base para uma topologia em N™.

Demonstragio. Para a primeira afirmacao, suponha por absurdo que existe uma sequéncia f na
intersec¢do e seja n como no enunciado. Como f € Vs e f € V;, segue que s(n) = f(n) = t(n), o
que é absurdo.

Para a segunda afirmacao, basta ver que V; C V;. Suponha que f € V;. Devemos ver que
f € Vs. Dado n < |s|, temos por hipétese que f(n) = t(n) = s(n), assim, segue a tese.

* Uma demonstragdo da Proposi¢ao 2 pode ser encontrada em [4], Teorema 5.3.
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Para a terceira afirmagdo aplicaremos a proposi¢do anterior. Suponha que s, t € Seq(IN). Sem
perda de generalidade, temos que |s| < |t|. Suponha que f é tal que f € Vs N V;. Como a intersegdo
é ndo vazia (pois f estd nela), segue da afirmacao (1) que para todo n < |s|, s(n) = t(n). Assim,
da afirmacdo 2, V; = Vs N V;. Logo, f € V; = Vs N V. Como os elementos de C e f sdo arbitrarios,
a afirmagéo segue da proposicdo anterior. O

O leitor que tiver conhecimento sobre a topologia produto de (infinitos) espagos topoldgicos
pode verificar que a topologia que demos para IN™N nada mais ¢ do que a topologia produto usual
de NN = [T, cn IN. Esse fato, porém, ndo é necessrio para acompanhar a leitura do artigo.

3. O HOMEOMORFISMO

Denotaremos o conjunto dos nimeros irracionais por I.

Um intervalo (real) aberto de extremos racionais ¢ um conjunto da forma (p,q) = {x € R:
p<x<q}comp<gq,pqecQ.

Se a < b, os extremos do intervalo aberto (a,b) sdo a e b, e 0 comprimento é b — a. Analoga-
mente, define-se comprimento e extremos de um intervalo fechado.

Utilizaremos o seguinte teorema:

Teorema 4 (Teorema dos Intervalos Encaixantes). Seja (I, : n € IN) uma sequéncia de intervalos
compactos em R tal que para todo n, I;;11 C I,. Entdo ,cn In # @. Além disso, se o comprimento
desses intervalos tende a 0, temos que a intersecdo possui exatamente um nimero real

Teorema 5. NN é homeomorfo a I.

Demonstragido. Como o conjunto dos nimeros racionais é enumeréavel, podemos escrever Q = {r;, :
n>1}.
Definiremos uma familia de intervalos (I : s € Seq(IN)) com as seguintes propriedades:

1

1. Para cada s € Seq(IN), I; é um intervalo aberto de extremos racionais de comprimento < B

Para todon > 1 e para todoss,t €« N" coms # ¢, NI} = .
Para todos s, € Seq(IN), se |s| < |t| e s = t||s|, entdo I; C .
Para todon € N, R\ Usent s € Q,

Para todon > 1, vy & Usenr Ls,

S T

Para todo nn > 2, r,,_1 ndo é extremo de nenhum I; para s € IN".

Antes de provar que uma tal familia existe, vamos explicar qual a ideia por tras dela e entdo
utiliza-la para completar a prova. Assim, vamos parar a prova por um momento para entrar em
uma digressdo levemente informal sobre o que estd acontecendo.

T Uma demonstragio do Teorema 4 pode ser encontrada em [3] (Capitulo 2, Teorema 4).
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Suponha que uma familia como acima existe. Temos que (I : s € IN') é uma familia
de intervalos abertos de extremos racionais que, por (2), sao dois a dois disjuntos mas
que por (4), s6 “deixa de fora” alguns racionais e por (5), ndo inclui 1.

Ja (Is : s € IN?), por (3), é uma familia de intervalos que refina (I; : s € N') (por
exemplo, 1(2,3) estd contido em I). Essa familia deixa de fora apenas alguns racionais
(por (4)), ndo inclui o r (por (5)), mas também ndo inclui o #; pois se 71 estivesse em
algum I; com s € IN?, também estaria em I5j1, 0 que violaria (5) para n = 1.

No n-ésimo refinamento, o elemento r, é deixado de fora por (5) e tamanho dos
intervalos diminui por (1). Assim, dada f € NN a familia (I fln i1 2 1) ¢, por (3), uma
sequéncia decrescente de intervalos abertos de extremos racionais. Como o comprimento
dos intervalos converge para 0, a interse¢do de todos eles possui no méximo um ponto. Se
garantirmos que a interse¢do é ndo vazia, esse ponto deverd ser irracional ja que qualquer
racional é da forma r, e por (5) este ndo estd em [ - O item (6), que até agora ndo foi
mencionado, garante que a interse¢do é ndo vazia, conforme mostraremos. Definiremos a
funcdo que levard uma f no ponto correspondente a interse¢do acima e mostraremos que
ela é um homeomorfismo.

(2) servird para garantir que as interse¢des vindas de fun¢des diferentes gerardo
irracionais diferentes, e (4) serve para garantir que em cada estdgio 7, cada irracional de R
estard em um intervalo do estdgio, o que garantira a sobrejetividade do homeomorfismo.

Suponha que existe uma familia como acima. Nés a usaremos para concluir a prova. Dado
s, clL; é o intervalo fechado de mesmos extremos que I;. Fixe f € NN. Note que > I fin ©
Mu>1 ¢l ), Veremos que ambas as interse¢des sdo um (mesmo) conjunto unitario.

Por (1), ambas as interse¢des tem no maximo um ponto. Por (3), ambas as interse¢des sdo de
intervalos encaixantes. Pelo Teorema dos Intervalos Encaixantes, a segunda intersecdo é nédo vazia.
Seja r o tnico elemento dessa intersecdo. Veremos que r também é um elemento da primeira
intersecao.

Afirmagdo: r é irracional. Se fosse racional, terfamos que r = r;, para algum m > 1. Temos que
ré¢ If‘m por (5), e, portanto, r ¢ If|(m+1> por (3), e também, r ¢ cl If|(m+1) por (6), assim, terfamos
que r & ;> cl I, 0 que € absurdo. Logo, r € irracional.

Dadon >1,r € c Iﬂn, e, portanto, r € If‘n, do contrério teriamos que r € cl If|n \ If\n , mas
esse ultimo conjunto € o conjunto dos dois extremos de If|,, que sdo ntimeros racionais. Logo,
re N>t fln-

Agora definiremos o homeomorfismo. Seja ¢ : NN — T tal que ¢(f) é o tnico ponto de
Nin>1Lfjn, que, como vimos, € irracional. Afirmo que ¢ ¢ um homeomorfismo.

e ¢ é injetora: se f,¢ € NN sdo distintas, seja n o primeiro nimero natural tal que f(n) # g(n).
Seja s = f|n = g|n. Por (2), Lf|(yg1) N Lgj(ns1) = O, logo, como ¢(f) estd no primeiro e ¢(g) no
segundo, segue que ¢(f) # ¢(g).

e ¢ é um mapa aberto: dado um aberto basico V; para algum s € Seq(IN), afirmo que ¢[V;] =
I; N1, que é um aberto de I. Dado f € Vs, sendo | = |s| temos que f|l = s, e, portanto, temos
que ¢(f) € Is = Ig;. Além disso, ja vimos que ¢(f) ¢ irracional. Assim, segue a inclusdo C.

Verifiquemos a outra inclusdo: seja r € I; um irracional. Por (4), para cada n > 1 existe s, € N"
tal que r € I,,. Afirmo que se n < m entdo s, = sy |n. Se isso ndo for verdadeiro para alguns
n,m, entdo por (2) teremos que Is, N I, = &, mas entdo por (3), Is,, € I, |, concluindo que
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I, NI, = @, o que viola o fato de r estar nessa interse¢cdo. Além disso, temos que s; = s, pois
do contrdrio, teriamos que I, e Is seriam disjuntos, o que viola o fato de r estar em ambos.

Seja f € NN dada por f(n) = s,1(n) para todo n. Temos que dado m € N, f|m = s, pois
dado n < m, temos que f(n) = s,11(n) = s (n) pela observagdo anterior. Temos portanto que
r € Npz11fjn = Nux11s,, 0 que nos mostra que r = ¢(f). Temos que f € V; pois f|l =s; =5, 0
que completa a prova da inclusdo.

e ¢ é sobrejetora: dado r um irracional qualquer, por (4) existe s € N' tal que r € I;. Na prova de
que ¢ é um mapa aberto, vimos que ¢[Vs] = I; N1, logo, existe f € V; tal que ¢(f) =r.

e ¢ é continua: fixe f € NN, seja r = ¢(f) e seja € > 0. Devemos ver que existe uma vizinhanca
V de f tal que ¢p[V] C (r —€,7+€). Sejan > 1 tal que 1 < e. Escrevamos I, = (a,b). Temos
que |[b—a| < % Logo, como r € (a,b), se x € (a,b) segue que a < x, r < b, e, portanto,
Ix —r] < 1 < e Temos que V|, € uma vizinhanca de f. Afirmo que ¢[Vy,] C (r —€,r +€).
Com efeito, se g € Vi|n, temos que gln = fln, e, portanto, ¢(g) € Ifjy = g, € assim,
p(g) —rl <e

Assim, resta apenas ver que é possivel definir a familia (Is : s € Seq(IN)). Recursivamente,
definiremos (I; : s € IN") por indugdo em n.

Para n = 1, considere o conjunto {(r; +n,r1 +1+n) : n € Z}. Cada um desses intervalos
tem comprimento 1, extremos racionais, ; ndo estd em nenhum deles (se estivesse, teriamos
queri+n<r <r+n+l==n<0<n+1=0< —n <1 para algum n, o que é absurdo
pois ndo existe inteiro entre 0 e 1), sdo dois a dois disjuntos e os tinicos pontos deixados fora
de sua unido é o conjunto de racionais {r; +n : n € Z}. Seja p : N — Z bijetora e defina
Ity = (r1+¢(n),r1+1+¢(n)), o que faz (1)-(6) valer para n = 1.

Suponha que (Is : s € U<y ]Nk) ja foi construido de modo a satisfazer (1)-(6) até n. Definiremos
(Is : s € N™H1).

Dado s € IN", procederemos da seguinte forma:

Caso 1: r, ndo é extremo esquerdo de I;. Nesse caso, considere (u3, : m € Q) uma sequéncia
estritamente crescente de racionais diferentes de r, em cl I; que converge para o extremo direito
de I tal que u} é o extremo esquerdo de Is, um dos pontos é o ponto médio de I;, e, caso 7,41 € I,
um dos pontos seja 7y,11. Seja L~ () = (U5, 1y, 1 1)-

Caso 2: r, é extremo esquerdo de I;. Nesse caso, considere (15, : m € Q) uma sequéncia
estritamente decrescente de racionais diferentes de r, em clI; que converge para o extremo
esquerdo de I tal que uj é o extremo direito de I;, um dos pontos é o ponto médio de I, e, caso
nt1 € Is, um dos pontos seja 7,11 Seja L~y = (U5, 1, Us)-

A ideia aqui é repartir cada intervalo ja concluido em infinitos intervalos deixando de
fora de cada um deles apenas ntimeros racionais. Pedimos que um dos pontos deixados
de fora seja o do meio para garantir que cada novo intervalo tenha no maximo metade
do comprimento do intervalo antigo e forgamos os pontos proibidos a ficarem de fora.

Assim, estdo definidos I; para todo s € N"*! ja que todo s € N"*! ¢ da forma +~ (m) para
algumt € N" em € N.
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(1) é satisfeito pois, fixados s e m, como em qualquer caso um dos pontos da sequéncia u,, é o
ponto médio de I; , temos que o comprimento de I~ () € < % < %H pois o comprimento de I; é
<L

n(2) é satisfeito: fixados s,s" € N" e m,m’ € N, se s # s’ temos que [; N Iy = @, e, portanto,
L~y N Iy~ () = @ pois Li~(yy) C Is € Li~(yyy C Iy. Jase s =" em # m’, temos que, em
qualquer caso, os intervalos foram escolhidos disjuntos ja que a sequéncia tomada era estritamente
mondotona.

(3) é satisfeito: note que, por construgdo se f € IN"*1 entdo I; C It‘n. Se 1 <m < n, temos que,
por hipétese recursiva, Iy C Iy, C Iy,

(4) é satisfeito: basta observar que

R\ J =R\ |J U L-@m=R\ U (\{u,:m>1}) =

teNn+1 seIN" meN seIN”"
R\ (J (L\{up:m>1teN"}) =R\ << U 15> \{uﬁn:mzl,teﬂ\l”}>
seIN” seN”

= (R\ U 15>u{u,ﬁ1;m21,telN”}

seIN"

que, por construgdo e hip6tese de recursdo, estd contido em Q.
(5) é satisfeito: em (4), vimos que:

R\ U It:<]R\ U IS>U{u£n:m21,t€N”}.

teINn+1 s€IN"

Se 1,41 ndo estd em nenhum I; para algum s € IN”, entdo ele estd em R \ Jsepnr Is. Caso exista
s € IN" tal que 1,41 € L, segue que 41 = uj, para algum m > 1.

(6) é satisfeito: O conjunto dos extremos dos intervalos definidos é o conjunto {uf, : m > 1,t €
]N”}. Por construgdo, nenhum dos elementos desse conjunto € r;,. O
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