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Resumo

Neste artigo mostraremos como as curvas de tipo luz e semi-luz no espago de Lorentz-Minkowski 1.3
podem ser classificadas, a menos de movimentos rigidos do ambiente, por um iinico invariante 0.

1. INTRODUCAO

cdo de curvas em R3, por meio de certos invariantes geométricos. Construindo o chamado

triedro de Frenet-Serret associado a uma curva, temos as nog¢des de curvatura e tor¢io, que
sdo suficientes para reconstruir uma curva a menos de um movimento rigido do ambiente R?,
conforme o famoso Teorema Fundamental das Curvas (vide, por exemplo, [1]).

Ja na Geometria Riemanniana (ou pseudo-Riemanniana, em geral), estudamos o que acontece
quando o “mundo” onde vivemos ndo é mais o espaco Euclideano R3, mas sim algum outro
ambiente. Em particular, ficam contemplados varios modelos para a geometria hiperbélica, desco-
berta por Bolyai e Lobachevsky em meados do século XIX, que teve a impactante consequéncia
para a Matematica de estabelecer a independéncia do quinto postulado de Euclides dos demais
postulados.

Em vista disto, torna-se natural imaginar como a teoria cldssica de curvas pode ser desenvolvida
neste panorama mais geral. Neste artigo veremos como isto pode ser feito quando o ambiente
é o espago de Lorentz-Minkowski I3, amplamente utilizado na Relatividade Especial, sendo o
modelo mais simples de um espago-tempo livre de forcas gravitacionais.

NA Geometria Diferencial Classica, um dos principais problemas estudados é o da classifica-

2. O ESPACO DE LORENTZ-MINKOWSKI

Considere uma particula no plano R?, se deslocando em linha reta entre dois pontos. Sendo c a
velocidade da luz, naturalmente temos que o seu vetor velocidade média (Ax/At, Ay/At) satisfaz

Ax\? Ay 2 5
(&) + (%) <=

Vé-se que tal expressio é equivalente a (Ax)? + (Ay)? — c>(At)? < 0. Trabalhando com unidades
geométricas onde ¢ = 1, vemos que o lado esquerdo desta desigualdade motiva a seguinte
definicao:
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Definigao 2.1 (I.%). O espaco de Lorentz-Minkowski (de dimensao 3) é o par I3 = (R3, (-,-)), onde
o produto (-,-); é definido por (v1,v2)p = x1x2 + y1y2 — 2122, quaisquer que sejam os vetores
v1 = (x1,¥1,21) e v2 = (x2,Y2,22) em R3.

Definicio 2.2 (Caréter causal). Um vetor v € L3 é dito de
(i) tipo espago se (v,v); > 0 ou se v = 0;
(ii) tipo tempo se (v,v); < 0;

(iii) tipo Iuz se (v,v); =0, mas v # 0.

A interpretagdo para o carater causal de um vetor estd praticamente dada acima. Mais
explicitamente, se sdo dados eventos p,q € L%, e colocamos v = q — p, entdo:

e se v é de tipo tempo, um dos eventos pode ter sido influenciado pelo outro, digamos, por
meio da propagagdo de uma onda material;

e se v é de tipo luz, um dos eventos pode ter sido influenciado pelo outro, porém apenas por
meio da propagagdo de uma onda eletromagnética ou da emissdo de sinal luminoso (com
efeito, o deslocamento em linha reta entre as projecdes dos eventos em R? x {0} ocorre na
velocidade da luz);

e se v é de tipo espago, ndo existe relagao de influéncia entre os eventos dados.

Pensando que x>+ y? —z? = 0 é a equagdo de um cone, temos a seguinte caracterizagio
geométrica dos tipos causais de vetores em I3

A

espaco

Y

Figura 1: Interpretando geometricamente os tipos causais de vetores em 1.3

Esta figura ilustra que de fato o eixo z faz o papel do eixo do tempo. Aproveitando para
introduzir um pouco mais de nomenclatura, diremos que um vetor v € I3 de tipo tempo ou luz é
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futuro-dirigido (resp. passado-dirigido) se possui componente temporal positiva (resp. negativa). E,
também, que dois vetores v, w € L3 sdo Lorentz-ortogonais se (v, w) = 0.

3. UwmM rouco DE ALGEBRA LINEAR

Visto que o produto (-,-); ndo é mais positivo-definido, a teoria de produtos internos que
aprendemos nos cursos de Algebra Linear da graduagdo ndo se aplica diretamente. Algumas das
principais diferencas referem-se a seguinte noc¢ao de carater causal, agora para subespagos:

Definicio 3.1. Seja W C I um subespaco vetorial. Diremos que W é de

(i) tipo espago se W contém apenas vetores de tipo espago;

(ii) tipo tempo se W contém algum vetor de tipo tempo;
(iii) tipo luz se W contém algum vetor de tipo luz, mas nenhum vetor de tipo tempo.
Em particular, se dim W = 1 e W é de tipo luz, diremos que W é um raio de luz.

Pode-se mostrar que todo subespaco de I.? é necessariamente de um dos trés tipos causais
definidos acima. Geometricamente, o tipo causal de um plano nos diz como este intercepta o
chamado cone de luz de 13

Figura 2: Interpretando geometricamente os tipos causais de planos em 1.3.

Enunciamos o seguinte resultado, cuja demonstra¢do formal fica a cargo do leitor:

Proposicio 3.2. Sejam W C I3 um subespago vetorial, e W+ o subespaco Lorentz-ortogonal a W. Entdo
dim W + dim W+ = 3. Além disto, W é de tipo espago (resp. tempo, luz) se e somente se W é de tipo
tempo (resp. espago, luz).

Observagao. Evitamos o termo “complemento” ortogonal neste contexto pois ndo necessariamente
temos W @ W+ = 3. Por exemplo, se W é um plano de tipo luz, entdio W+ é um raio de luz
contido em W (a saber, a interse¢do de W com o cone de luz).

E a titulo de ilustracdo, temos o seguinte e bizarro resultado:

Proposigao 3.3. Sejam v, w € 1.3 vetores de tipo luz. Entdo v e w sio Lorentz-ortogonais se e somente se
sdo paralelos.
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Demonstracdo: A reciproca é evidente. Para a implicacdo direta, fixe um vetor de tipo tempo
unitério t € 1.3, e escreva .3 = t+ @ Rt (note que ¢~ é um plano de tipo espaco). Escreva v =
vo +at e w = wy + bt de acordo com a decomposicdo dada, para certos a,b € R (que for¢osamente
sdo ndo-nulos). Um célculo direto nos dé que (bvy — awy, bvg — awp) = 0. Sendo bvy — awy € tt,
concluimos que bvg — awy = 0. Segue disto que bv — aw = 0, como querfamos. O
O préximo passo é formalizar a definicio de isometria em I.3:
Definicdo 3.4.
(i) Uma aplicacdo linear A: I3 — I.? é chamada uma transformagio de Lorentz se
<Av, Aw>L = <U, w)L,
quaisquer que sejam v, w € IL.°.
(ii) Uma aplicagio F: I3 — 1.3 é chamada uma transformagio de Poincaré se
(F(v) = F(w), F(v) — F(w))L = (v —w,0 —w)y,
quaisquer que sejam v, w € IL3.

Pode-se mostrar que as transformagdes de Lorentz formam um grupo, denominado O; (3, R),
o grupo de Lorentz. Analogamente, as transformacgdes de Poincaré formam o chamado grupo de
Poincaré P(3,R). Como no caso Euclideano, acaba sendo verdade que toda transformacao de
Poincaré é a composigdo de uma transformacgdo de Lorentz com uma translagdo. Mas o resultado
principal que precisaremos, cuja demonstracdo também é a mesma dada no caso cldssico, é a:

Proposicio 3.5. Sejam p,q € 1.3, e (v1, v, w3), (w1, wy, w3) bases de 1.2 tais que (vi,vj)L = (wj, wj)L
para 1 <i,j < 3. Entdo existe uma vinica F € P(3,R) com F(p) = q e DF(p)(v;) = w; para1 <i <3,
onde DF (p) é a derivada total de F em p.

Por fim, para fechar o pacote de Algebra Linear, vejamos como definir um novo produto
vetorial X associado ao produto (-, )1, e suas propriedades:

Definigao 3.6. Sejam v = (x1,Y1,21) e w = (x2,12,22) em I.3, e (eq, €2, e3) a base canodnica de I.3.
O produto vetorial Lorentziano entre v e w é definido por

e ey —e3
vxpw=|x1 Y1 z1 | = (Y122 — Y221, X221 — X122, X2Y1 — X1Y2).
X2 Y2 2

Nas préximas segdes, eventualmente utilizaremos os produtos de R? simultaneamente com os
de I.3. O produto interno usual de R? ser4 denotado por (-, ), e o produto vetorial associado
por XEg.

Lema 3.7. O produto x| é bilinear, anti-simétrico, e satisfaz:

(a) v xp w = 0 se e somente se v e w sio paralelos;

(b) v x v é de tipo espaco (resp. tempo, luz) se e somente se o plano gerado por v e w é de tipo tempo
(resp. espago, luz);

(c) (uxpv,w)p = (u,v Xy w)r, quaisquer que sejam u,v, w € L3
(d) Idp1(v XL w) = v xg w, onde Idp 1 = diag(1,1, —1) denota a reflexdo relativa ao plano z = 0.

A demonstragdo deste lema consiste apenas em fazer contas com a defini¢do de X, e o item
(b) segue da Proposicdo 3.2. Mais detalhes sobre esta se¢do poderdo ser encontrados no Capitulo 1
de [3].
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4. CURVAS ADMISSIVEIS

Agora, comegamos com um pouco de Geometria Diferencial propriamente dita. Fixe, de uma vez
por todas, um intervalo aberto da reta I C R. Todas as curvas aqui serdo supostas suaves, como
de praxe. Iniciamos a discussdo sobre curvas definindo novamente a nog¢do de carater causal:

Definicio 4.1. Seja a: I — 1.3 uma curva parametrizada. Diremos que & é de
(i) tipo espago, se o vetor &’ (t) é de tipo espago, para todo t € [;
(ii) tipo tempo, se o vetor &/ (t) é de tipo tempo, para todo t € [;

(iii) tipo luz, se o vetor &’ (t) é de tipo luz, para todo t € I;

A interpretacdo para o tipo causal de curvas é essencialmente a dada no inicio deste artigo:
curvas de tipo tempo representam linhas de universo de particulas com massa positiva e curvas
de tipo luz representam trajetérias de fétons e particulas sem massa, enquanto que curvas de tipo
espago ndo possuem um significado fisico.

A teoria usual de curvas em R® é adaptada sem dificuldades no espaco I* para a seguinte
classe de curvas:

Definigio 4.2. Seja a: I — I3 uma curva parametrizada. Diremos que & é admisstvel se:
(i) a é bi-regular, ou seja, {a'(t), &' (t)} é linearmente independente para todo ¢ € I.
(ii) ambos &/ (t) e span {&'(t),&” (t)} ndo sdo de tipo luz, qualquer que seja t € I.

Para tais curvas, existe um parametro natural (o comprimento de arco), e definem-se um Triedro
de Frenet-Serret (T, (t), Ng(t), By(t)) em cada ponto «(t), uma curvatura x, e uma torgao T,, cOmo
na teoria usual desenvolvida em IR®. E dai recuperamos o:

Teorema 4.3 (Teorema Fundamental para Curvas Admissiveis). Sejam x, T : I — R fungdes continuas,
com K positiva, p, € L3,spele (To, No, Bo) uma base ortonormal positiva de 3. Entdo existe uma
iinica curva « : [ — 1.3 admisstvel e com velocidade unitdria tal que

* a(so) = py;

e (Ta(s0),Na(s0), Ba(s0)) = (To, No, By);

o k4 (s) =x(s) e Tu(s) = T(s), para todo s € I.

Detalhes da construgdo do Triedro de Frenet-Serret para curvas admissiveis e uma demonstra-

¢do deste resultado encontram-se no Capitulo 2 de [3].

5. REFERENCIAIS DE CARTAN E O TEOREMA FUNDAMENTAL (DE NOVO)

Nesta secdo final, temos como objetivo estabelecer uma versdo do Teorema 4.3 acima para curvas
ndo-admissiveis. Notemos que os ingredientes essenciais foram:

e A existéncia de uma parametrizacdo natural (por comprimento de arco);
e Um certo referencial adaptado a curva (o triedro de Frenet-Serret);

¢ Dois invariantes geométricos (curvatura e tor¢ao).
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Entdo, apesar de alguns detalhes técnicos que estao por vir, nosso foco deve ser claro: buscamos
uma parametrizacdo “natural” para curvas de tipo luz, um novo referencial adaptado (o que
chamaremos Referencial de Cartan), e um invariante geométrico (a pseudo-torgio).

Dado v € I.?, ponha ||v||. = v/|{(v,v)L|. Comegamos com a:

Proposicio 5.1 (Arco-féton). Seja a: I — 1.3 uma curva parametrizada de tipo luz tal que ||a” (t)||L # 0
para todo t € 1. Entdo o admite uma reparametrizagdo por arco-féton, ou seja, existem um intervalo aberto
J € R e um difeomorfismo h: | — I tal que & = o h satisfaz ||&” (¢)||L = 1 para todo ¢ € ].

Demonstragdo: Uma tal fungdo h deve satisfazer a(¢) = a(h(¢)), para todo ¢ em algum intervalo
aberto, de modo que podemos derivar tal expressdo duas vezes, obtendo

&' (@) = " (h(@)H (9)* + &' (H(P))1" (9).

Como « é de tipo luz, temos que a” (h(¢$)) e &/ (h(¢$)) sdo sempre ortogonais. Ainda, a condigdo
lla” (h(¢))|lL # 0 nos diz que &’ (h(¢)) é sempre de tipo espago. Assim, aplicando (-, ) na
equagdo acima, obtemos

1= (" (h(¢)), " (h(¢))) L1 ($)*,

e portanto h'(¢) = |l«” (h((p))HZl/ 2, Esta é uma equacdo diferencial de primeira ordem que
depende continuamente de /i, de modo que fixados ¢y € | e ty € I, existe uma tnica solugdo
satisfazendo h(¢y) = tp. Garantida a existéncia de h, podemos utilizd-la para definir & com as
propriedades desejadas. O

Observacao. Do mesmo modo que ocorre para pardmetros comprimento de arco, mostra-se que
se ¢1 e ¢ sdo parametros de arco-féton para uma dada curva de tipo luz «, entdo vale que
$1(t) = £¢o(t) + a para algum a € R.

Exemplo 5.2. Considere a hélice a: R — I3 dada por «(t) = (rcost,rsent,rt), onde r > 0.
Claramente o vetor &/(t) = (—rsent,rcost,r) é de tipo luz para todo ¢ € R, de modo que a é uma
curva de tipo luz. Ainda, &’ (t) = (—rcost, —rsent,0) satisfaz ||« (t)||L = r, e assim é possivel

encontrar um pardmetro arco-féton para «. Basta entdo resolver a simples equacdo diferencial
W (¢) =1/+/r. Assim, & definida por

w(¢p) = (rcos (\%) ,7sen <j;) f\ﬁfl))

é uma reparametrizacdo de « por arco-féton.
Observacdo. Em vista da Proposigdo 5.1 acima, suporemos também daqui em diante, que:

(a) todas as curvas tratadas sdo bi-regulares (em particular, estamos excluindo o caso em que « é
um raio de luz);

(b) todas as curvas estdo parametrizadas com velocidade unitdria ou por arco-féton.

Defini¢io 5.3. Uma curva &: [ — L% com velocidade unitéria é dita de tipo semi-luz se o plano
osculador span {a’(s),&” (s)} de a é degenerado' (e, portanto, & (s) é de tipo luz) para todo s € I.

Para organizar a discussdo, ndo escreveremos os pardmetros s ou ¢ explicitamente, a fim
de tratar os casos luz e semi-luz simultaneamente. A fim de continuar com a andlise destas
curvas, precisamos de um referencial conveniente, andlogo ao triedro de Frenet-Serret citado
anteriormente:

1Ou seja, de tipo luz.
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Definigdo 5.4. Seja «: [ — I.3 uma curva de tipo luz ou semi-luz. Definimos os vetores tangente e
normal a a por

respectivamente. Denotamos também por €y, 7, € {0,1} o indicador e o co-indicador de «,
conforme os tipos causais de T, e Ny, respectivamente.

Sendo mais preciso, uma curva de tipo luz satisfaz (€4, 74) = (0,1), enquanto uma curva de
tipo semi-luz satisfaz (€, 7,) = (1,0). Buscamos um terceiro vetor B, de tipo luz, tal que a base
(Ty, Ny, By) de I seja pelo menos positiva. Como esperado, chamaremos B, de vetor binormal a
«. Para encontra-lo, precisamos do conceito de orientabilidade para planos de tipo luz.

Em geral, podemos definir a orientagdo de uma base (v, w) de um plano degenerado em
termos de uma escolha de um vetor #n euclideanamente normal ao plano. Mais precisamente,
diremos que (v, w) é positiva se (v, w,n) é uma base positiva de I3, para n futuro-dirigido. Se v é
de tipo luz e w é unitério, temos que v X w é de tipo luz e paralelo a v. Escrevendo v X w = Av
para algum A € R, analisamos o sinal de A como se segue:

S
~_

v
(0+ &
*
[

(@) (v, w) positiva (A < 0) (b) (v, w) negativa (A > 0)

Figura 3: Orientagdes de um plano degenerado.

Deste modo, se (v, w) é positiva entdo A < 0 e, analogamente, se (v, w) é negativa temos
A > 0.

Voltando a construgdo da base (T,, Ny, By ): podemos supor, a menos de uma reparametrizagéo,
que a base (T,, N,) é positiva. Nesse caso, para determinar o vetor B,, que sera de tipo luz,
precisamos saber também os valores de (Ty, By) € (Ng, By)r. Em vista da discussdo acima, um
destes valores deve ser 0 (para ser ortogonal ao vetor de tipo espaco) e o outro —1 (para ser
linearmente independente com o vetor de tipo luz). Qual serd zero e qual serd —1 naturalmente
dependeré do tipo causal da curva a. Escolhendo B, tal que (T, By)r = —7x € (No, By) = —€4
tratamos ambos 0s casos simultaneamente, e dai temos a:

Proposicdo 5.5. Sejaw : [ — I3 uma curva de tipo luz ou semi-luz. A tripla (Ty, Ny, By) é uma base
positiva de T.3.

Demonstragdo: Devemos mostrar que det(Ty, Ny, By) > 0. Faremos aqui apenas o caso €, = 0 e
1« = 1, sendo o outro andlogo.
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Escrevendo B, (¢) na base (Ta(¢), Na(¢), Ta(¢) X£ Na(¢)), vemos que a tinica componente
de B, (¢) relevante para o determinante pedido é a na direcdo de Ty (¢) X Nu(¢p), digamos que
seja 4 (¢p)To(¢) Xg Nu(¢). Dai temos

det(Ta(¢), Nu(@), Bu(9)) = p(¢) det(Ta(¢), Nu(9), Ta(9) X £ Nu(9)),

>0

de modo que s6 nos resta verificar que p(¢) > 0. A discusséo ilustrada pela Figura 3 nos diz que
Tu(P) XL Na(¢) = A(¢)Ta(¢p) para um certo A(¢p) < 0 (pois a base (Tx(¢), Nu(¢)) é positiva).

Aplicando Id; ; nesta igualdade segue que
Tu(¢) g Na(¢p) = Idas (Tvc (¢) X1 Ng (‘P)) = AMdy 1 Ta(9) =
= (Ta(¢) £ Na(¢),1d21Ta(9)) £ < 0.

Finalmente, como Ty (¢) e Ny (¢) sdo Lorentz-ortogonais a T, (¢), vale que

—1 = (Ba(¢), Ta())r = #(¢)(Ta(¢) X Na(¢),1d21Ta(e))E,
e concluimos que u(¢) > 0. O

Assim, o referencial (Ta, Ny, Ba) é chamado referencial de Cartan da curva a.

Geometricamente, quando a curva é de tipo luz, a situagdo é a seguinte: o vetor N, (¢) é de
tipo espaco, e portanto seu complemento ortogonal é um plano de tipo tempo que corta o cone de
luz em dois raios de luz, um deles na dire¢do de T, (¢). Assim, o vetor binormal estd na dire¢do
do outro raio de luz em N, (¢)*, sendo determinado pela equacio (B, (¢), Tx(¢))r = —1. Uma
interpretacdo analoga vale quando a curva é de tipo semi-luz.

Naturalmente, estamos interessados em saber como um dado vetor se escreve em termos
do referencial de Cartan, de forma andloga a expansdo ortonormal utilizada com produtos
positivo-definidos:

Lema 5.6. Sejam a: [ — 1% e v € I3, Entdo:

(i) se & é de tipo luz, temos

v = —(0,Ba(¢))LTa($) + (0, Na(9)) LNa(9) — (v, Ta(¢))LBa(¢),
para todo ¢ € I;

(ii) se & é de tipo semi-luz, temos

0 = (v, Ta(s)) L Ta(s) = (0, Ba(s))LNa(s) — (o, Na(s)) LBal(s),
para todo s € I.

Demonstracdo: Trataremos ambos os casos de uma vez, notando que € = €, 1y = 1, para
todon > 1, extfs = 0 € €4 + 1o = 1, sempre. Estas observagdes seguem do fato de que as
Unicas possibilidades sdo (€q, 7x) = (1,0) € (€a, ) = (0,1). Recorde que ainda estamos supondo
(Ta, Ny ) positiva.

Dito isto, escreva v = aT, + bN, + ¢B,. Aplicando todos os produtos possiveis nos dois lados
desta igualdade, e jd organizando as expressdes obtidas em forma de matriz, temos

<ZJ, Ta>L €u 0 —a a
(<vr NDL>L) = ( 0 N _Ga) (b) .
<Z’/ Ba>L —MNo —€Egn 0 c
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Segue das observagdes feitas logo acima que a inversa desta matriz de coeficientes existe, e é a
proépria, de modo que

a €u 0 —Ha <vr T, > L
b| = 0 N —€gx <ZJ, Na> L
c o —€¢ O (v,Ba) L
Particularizando, concluimos o lema. O

Antes de aplicar o Lema 5.6 acima para as derivadas dos vetores no referencial de Cartan,
temos a:

Definicio 5.7. Seja &: I — I3 uma curva de tipo luz ou semi-luz. A pseudo-tor¢io de a é dada por
B = — (N, By)L.

Teorema 5.8. Seja a: I — 1.3 uma curva de tipo luz ou semi-luz. Entdo vale que

T& 0 1 0 T,
N,/x = UDL%DL €404 Na Ng
B, €x  NaOw —€xOn B,

Observacao. Explicitamente, as matrizes de coeficientes quando « é de tipo luz ou semi-luz séo,
respectivamente,

0 1 0 0 1 0
B (P) 0 1] e [0 By(s) 0
0  Bulp) O 1 0 —B(s)

Demonstracdo: A primeira equagdo é a definicdo do vetor normal. Para a segunda equacao,
aplicando o Lema 5.6 interpretando N/, como um vetor coluna, temos:

€y 0 —a <N,/,‘, Ta>L

NIIX == 0 770‘ _eu <N:X’ le>L
—MNo —€g 0 <ny sz>L
€n 0 —1Na —Na ﬂa%a
= 0 Na —€qx 0 = | €xBn |,
—Ha —€q 0 — By Ha

e assim obtemos a segunda linha da matriz dos coeficientes do enunciado. Analogamente para
B,,, temos:

€q 0 —Na <B//x/ Ta>L
B,=1| 0 e —€u (B, Ny
—Ha —€En 0 <ny le>L
€ 0 —7q €y €
= 0 Na —€x By | = Wa%a
e —€x 0 0 —€4 Oy
e obtemos a ultima linha. O

Exemplo 5.9. Seja r > 0 e considere a curva &: R — I3 dada por

=) () )
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Vimos no Exemplo 5.2 (p. 6) que « é de tipo luz e parametrizada por arco-féton. Temos

To(g) = /() = (~vrsen (L) vicos (L) vr)

i =8 (3))

Para calcular B,(¢), note que o produto vetorial Euclideano

Ta(9) xeNa(@) = (Visen (L), —vreos (£),v7)

visto em I3 ¢ de tipo luz e futuro-dirigido, de modo que a base (T, (¢), Ny(¢)) é sempre
positiva e ndo é necessdrio reparametrizar «. Além disso, neste caso temos uma particularidade:
Ta(¢) Xg Nu(¢p) é também Lorentz-ortogonal a Ny (¢). Isso nos diz que B, (¢) deve ser um
multiplo positivo de Ty (¢p) X Nu(¢p). Para que tenhamos (By(¢), To(¢))r = —1, basta tomar

0= (o () s (8) 2%)

E finalmente temos:

0(0) = ~(NL(9), Bulg)) =~ sen () = o () 0—

Os dois préximos resultados ilustram algumas das diferencas entre 6, e .
Teorema 5.10. As uinicas curvas de tipo luz planas em 1.3 sdo raios de luz.

Demonstragio: E claro que raios de luz sdo curvas planas e que se & ndo é um raio de luz, entdo
admite uma reparametrizagdo por arco-féton (por continuidade, pelo menos perto do instante
onde o vetor “aceleracdo” ndo se anula, onde o argumento a seguir se aplica). Assim, é suficiente
ver que se a: [ — IL? é uma curva de tipo luz parametrizada por arco-féton e (a(¢) — p,v), =0
para todo ¢ € I, para certos p,v € I3, entdo v = 0. De fato, derivando a expressdo dada trés
vezes obtemos

(Ta(¢), 0)1 = (Nu(9), 0)1. = Ba(¢)(Ta($), )1 + (Bul(@), v)r = O.
Pelo Lema 5.6 (p. 8) segue que v = 0. O

Exemplo 5.11. Seja f: I — R uma fungdo suave com derivada segunda estritamente positiva e
considere a: [ — IL% dada por

a(s) = (s, f(s),f(s)) -

Vé-se que « é de tipo semi-luz com
Ta(s) = a'(s) = (L f(s), f'(s))
Nu(s) = a”(s) = (0, f"(s), f"(s)) -

Temos que
Tu(s) x£ Na(s) = (0, —f"(s), f(s))

é de tipo luz e futuro-dirigido, de modo que (T(s), Nu(s)) é positiva.
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Buscamos B,(s) = (a(s),b(s),c(s)) de tipo luz, ortogonal a T,(s) e tal que (Bx(s), Nu(s))r =
—1. Explicitamente, temos:

<>2 FBP—c(s? =0
a(s) + F(5)(b(s) ~c(s)) =0
T

Substituindo a terceira equagéo na segunda segue que a(s) = f'(s)/f"(s). Com isto, a primeira
equagao se torna

s) —c(s s) +c(s)) = SZ_CSZZ_f/(S)Z §) o+ ofs :f’(s)2
(06) = ) b(s) +e(5) = b — o) = ~ 18— b9y +et9) = L

apoés usar a terceira equagdo novamente. Obtemos entdo

Bu(s) = gnggy (2(9) F1(6F = 1£/ 1),

Finalmente, temos que

f/// (S)
Bu(s) =~ (NL() Balo) =
Em particular, veja que « estd contida no plano de tipo luz I1: y — z = 0, mas pode-se tomar
fungdes f para as quais sua pseudo-tor¢do seja ndo-nula.

O Exemplo 5.11 acima ja nos diz que em geral, a pseudo-tor¢do de uma curva de tipo semi-luz
ndo é uma medida do quanto a curva deixa de ser plana. Vejamos entdo como a pseudo-torgdo
controla o comportamento local da curva. Para curvas admissiveis, o sinal da tor¢do influencia
como a curva cruza o seu plano osculador (veja [3]), mas isto ndo vale para curvas de tipo luz ou
semi-luz, considerando-se a pseudo-torcéo. De fato, sendo a: I — I.? de tipo luz e assumindo que
0 € Iewa(0) =0, temos a formula de Taylor

2 3
x(9) = 9’ (0) + La(0) + £

—a"(0) + R(9),

onde R(¢)/¢> — 0 quando ¢ — 0. Reorganizando, para F = (T, (0),N(0), B(0)) temos
¢ ¢ ¢3>
—R(¢) = (¢ +6u(0)"~, 5, —
«lg)~R@) = (905 5 %)

Projetando, independente do sinal de 6,(0), temos:
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AB, (0 A B, (0)

(@) A curva o (b) Projegdo no plano normal (c) Projeciio no plano retificante

Figura 4: A forma candnica local de w.

Observamos que aqui, mesmo que os vetores do referencial de Cartan nédo sejam dois a dois
ortogonais, ainda tomamos a liberdade de representd-los da forma acima, uma vez que para
efeitos qualitativos, s6 é relevante que eles sejam linearmente independentes. Assim, concluimos
que qualquer que seja o sinal da pseudo-torcdo, a curva sempre cruza o seu plano osculador no
sentido do seu vetor binormal.

Ja se a for de tipo semi-luz, teremos

Esta expressdo e o Exemplo 5.11 sdo fortes indicativos de que a situagdo envolvendo curvas de
tipo semi-luz na verdade é muito mais extrema:

Teorema 5.12. Toda curva de tipo semi-luz é plana e estd contida em um plano de tipo luz.

Demonstragio: Sendo a: I — 1.3 uma curva de tipo semi-luz, buscamos p, v € I3, com v de tipo
luz, tais que (a(s) — p,v); = 0 para todo s € I. Se isto acontecer, derivando duas vezes obtemos
(Nu(s),v)r = 0, e concluimos que v deve ser paralelo a N,(s) (dois vetores de tipo luz ortogonais
sdo paralelos). Motivados por isto, buscamos uma fun¢do A: I — R suave tal que v = A(s)N,(s)
seja constante. Isto nos leva a

0= (A(s) +Bu(s)A(s))Na(s),

para todo s € I. Defina v deste modo tomando

Ao =exp (- [ Bul0)ac),

para algum sy € I fixado. Por construgdo, v é constante e podemos entdo tomar p = «(sy). Feito
isso, a justificativa de que tais p e v satisfazem o pedido é a usual: considere f: I — IR dada por
f(s) = (a(s) — a(sp),v)r. Claramente f(sp) = 0e f'(s) = (Ta(s),v)L = 0 para todo s € I. O

Teorema 5.13 (Teorema Fundamental, segunda versdo). Sejam ©: I — R uma fung¢io continua,
po € I3, so, o € I e (To, No, By) uma base positiva de 1.3 tal que By é de tipo luz e (To, No) seja uma
base positiva de um plano de tipo luz. Entdo:
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(i) se T é de tipo luz, N é unitdrio e (To, By); = —1, existe uma vinica curva a: I — L3 de tipo luz
parametrizada por arco-féton tal que

e a(¢o) = py
* (Ta(¢0), Na(¢0),Ba(¢o)) = (To, No, Bo);
o By(¢p) = B(¢p) para todo ¢ € 1.
(ii) se Ty é unitdrio, Ny é de tipo luz e (No, Bo); = —1, existe uma iinica curva a: I — L3 de tipo
semi-luz tal que
o a(so) = py
® (Ta(s0),Na(s0), Ba(s0)) = (To, No, Bo);
o By(s) = B(s) para todo s € L.

Demonstragido: Trataremos apenas o primeiro caso. Considere o seguinte problema de valor
inicial em R’:

T'(¢) 0 10\ [T(¢)
N'(¢) | =|®(¢) 0 1[]|N(¢)
B'(¢) 0 s(¢) 0/ \B(9)

e (T(¢0), N(¢o), B(¢)) = (To, No, Bo).

Pelo Teorema de Existéncia e Unicidade para sistemas de equagdes diferenciais ordindrias, existe
uma tnica solugdo (T(¢), N(¢), B(¢)) do sistema. Afirmamos que tal solugdo continua satis-
fazendo as condi¢des da hipétese para todo ¢ € I, isto é: T(¢) e B(¢) sdo de tipo luz, N(¢) é
unitdrio e ortogonal a B(¢), e ainda vale que (T(¢), B(¢))r = —1. Com efeito, consideramos
agora o seguinte problema de valor inicial para a curva a : [ — R®:

a(p) = A(gp)alg),
a(¢o) = (0,1,0,0,—1,0)

onde

0 0 0 2 0 0

0 0 0 26(¢) O 2

1o 0 0 0 0 26(¢)

AP =1%¢) 1 0 o0 1 0

0 0 0 B(¢) 0 1

0 B¢ 1 0 B¢ 0

2

Se as coordenadas de a(¢) sdo os produtos escalares” entre os vetores T(¢), N(¢), B(¢), solugdes
do problema de valor inicial anterior, concluimos que o vetor constante ag = (0, 1,0,0,—1, 0) éa
tnica solugdo com as condicoes iniciais dadas, donde segue-se nossa afirmagdo.

Feito isto, definimos

. ¢
(@) = po + " T(Z)dg.

Claramente temos «(¢g) = p, e &'(¢) = T(¢), donde « é de tipo luz. Derivando novamente
obtemos &’ (¢) = N(¢), de modo que « estd parametrizada por arco-féton. Assim temos que
Tu(¢) = T(¢) e No(¢) = N(¢), e a positividade de todas as bases envolvidas nos garante que
B.(¢) = B(¢) também.

?Em ordem, a(¢) = ((T(¢), T(¢))1, (N(9), N(¢))L, (B(¢), B(¢))1. (T(¢), N())L, (T(¢), B())1. (N(¢), B(9))1)-
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Com isto, derivar Ny (¢p) = N(¢) nos da

Bu(9)Ta(¢) + Ba(9) = S(¢)T(¢) + B(¢),

e das igualdades anteriores obtidas segue que ©,(¢) = ©(¢) para todo ¢ € I.

Finalmente, para verificar a unicidade de &, suponha que B: I — I3 seja outra curva de tipo
luz, parametrizada por arco-féton tal que a(¢o) = B(¢o), tendo o mesmo referencial de Cartan
que &« em ¢, e com a mesma pseudo-tor¢do em todos os pontos. Tais condi¢gdes implicam que
ambos (Tu(¢), Na(¢), Ba(¢)) e (Tg(¢), Ng(¢), Bg(¢)) sao solugdes de um mesmo problema de
valor inicial, e segue disto em particular que Ty (¢) = Tg(¢) para todo ¢ € I, de modo que «
e P diferem por uma constante. Mas a(¢y) = B(¢p) garante que tal constante é zero, donde
concluimos a unicidade desejada. O

Corolario 5.14. Duas curvas, ambas de tipo luz ou semi-luz, cujos planos osculadores estejam positivamente
orientados as quais tenham mesma pseudo-torcdo diferem por uma transformagio de Poincaré positiva de 5.

Demonstracgio: Sejam &, B: [ — IL? duas curvas como no enunciado. Fixe qualquer ¢y € I. Como
as bases para os planos osculadores sdo positivamente orientadas, as bases de Cartan para as duas
curvas estdo nas condi¢des da Proposicdo 3.5 (p. 4), que nos permite obter F € P(3,R), tal que
F(a(to)) = B(to), DF(a(to))(Ta(to)) = Tg(to), e analogamente para N e B. Tal F é na verdade
positiva (pois sua parte linear leva uma base positiva em outra base positiva), e portanto preserva
pseudo-tor¢des, de modo que as curvas F o w e 8 estdo agora nas condi¢des do Teorema 5.13 acima.
Concluimos que B = F o a, como querfamos. O
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