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1. INTRODUCAO

E muito comum encontrar pessoas que enaltecem a Matemética sobre as outras ciéncias devido
a sua imutabilidade e exatiddo. “Enquanto nas demais ciéncias nédo se tem certeza de nada, e
novas teorias podem vir a substituir teorias antigas”, te dirdo essas pessoas, “na Matematica, o
conhecimento apenas se acumula. Veja o Teorema de Pitdgoras, por exemplo: foi demonstrado
hé4 mais de dois mil anos e continua a ser verdade hoje em dia”. No entanto, a realidade é que,
embora a Matematica seja, de fato, imutavel e exata, os matematicos ndo sdo e muitas vezes se
enganam. Neste artigo, trataremos de um desses enganos: uma demonstragdo incorreta para o
Teorema das Quatro Cores, que possui um erro tdo sutil que foi capaz de enganar a comunidade
cientifica da época por 11 anos.

2. O TEOREMA DAS QUATRO CORES

O Teorema das Quatro Cores afirma que:

Teorema 1. Ndo mais que quatro cores sio necessdrias para colorir as regides de um mapa de modo que
regides vizinhas tenham cores diferentes.

A primeira especulagdo desse fato é geralmente atribuida ao matemadtico inglés Francis Guthrie
(1831-1899), a quem a conjectura teria ocorrido enquanto coloria um mapa da Inglaterra no ano de
1852. Francis teria compartilhado sua suposi¢do com seu irméao, Frederick (1833-1886), que, por
sua vez, a teria compartilhado com seu professor de matematica no University College, London,
Augustus De Morgarﬂ (1806-1871). De Morgan foi responsével pela primeira evidéncia escrita
conhecida da conjectura: uma carta para seu amigo e professor de matematica no Trinity College,
Dublin, Sir William Rowan Hamiltox% (1805-1865). Infelizmente, Hamilton ndo demonstrou muito
interesse pelo assunto.

De Morgan chegou a trocar mais algumas cartas envolvendo o fato e 0 mencionava em suas
aulas. Ele também foi o primeiro a publicar o enunciado da conjectura, em 1860, na revista literaria
inglesa Athenaeum, incluindo ao final um comentério dizendo que o fato seria, desde sempre, de
conhecimento dos cartégrafos responsaveis por colorir mapas. Contudo, ndo ha qualquer indicio
que nos leve a crer nessa afirmacdo, ja que nunca houve uma tendéncia por parte dos cartégrafos
de reduzir o ndmero de cores utilizadas na coloragdo de mapas.

IResponsével pela criagio das Leis de Morgan e pela formalizagio do conceito de Indugdo Matemética, dentre outros.
2Responsavel pela criagdo dos Quatérnios e pelo Teorema de Cayley-Hamilton, dentre outros.
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Quase duas décadas de esquecimento mais tarde, em 13 de junho de 1878, um dos grandes
nomes da matematica da época, Arthur Cayleyﬁ (1821-1895), questionou durante uma reunido da
London Mathematical Society se alguma demonstra¢do para a conjectura havia sido descoberta,
e, recebendo uma resposta negativa, publicou, no ano seguinte, um artigo a seu respeito. Nesse
artigo Cayley falou sobre a dificuldade de se encontrar uma demonstragdo para o fato e declarou
que ele mesmo havia falhado em obté-la. Essa declaragdo pode ter desencadeado interesse por
parte da comunidade matematica, afinal, quem perderia a oportunidade de tentar demonstrar
uma conjectura com um enunciado tdo simples e de ficil entendimento e que, mesmo assim,
desafiava um dos maiores matemadticos de seu tempo?

No mesmo ano, o advogado e matemédtico amador inglés Alfred Bray Kempe (1849-1922)
publicou em um jornal de prestigio a sua famosa demonstragdo.

3. FORMALIZANDO ALGUNS CONCEITOS

Antes de nos aventurarmos pela demonstracdo incorreta de Kempe, algum formalismo com relagdo
a até entdo Conjectura das Quatro Cores seria ttil. Afinal para que possamos trabalhar com o
problema de forma mais “matematica”, definicdes mais “matematicas” se fazem necessdrias. A
verdade é que é possivel formalizar o conceito usual de mapa (usando topologia!), porém ha uma
alternativa muito mais simples: grafos. Perceba que, para o teorema em questdo, ndo estamos
interessados no formato das regides, apenas em quais sio os paises e qual faz fronteira com qual,
de modo que a utiliza¢do de grafos para representar nossos mapas € uma ideia que surge com
bastante naturalidade.
Para garantir que estamos todos na mesma pdgina:

Defini¢do 1. Um grafo é um par ordenado G = (V,E), onde V é um conjunto qualquer e E é
uma relacdo sobre V. Os elementos de V sdo ditos vértices de G, e os pares de vértices que se
relacionam de acordo com E sdo ditos arestas. Em geral, exigimos que um vértice ndo se relacione
consigo mesmo.

Recorremos ao uso de grafos sempre que queremos estudar a estrutura de uma determinada
relagdo sobre os objetos de um conjunto. Por exemplo, poderfamos utilizar um grafo para estudar
as pessoas em uma reunido que se conhecem, as receitas em um livro de culindria que possuem
ingredientes em comum ou as regides de um mapa que sao adjacentes.

Uma forma comum de representar grafos é utilizando pontos para representar os vértices e
arcos ligando pares de pontos que se relacionam para representar as arestas. Essa representacao
(ou, mais precisamente, o conjunto de pontos e arcos) é chamada imersio do grafo no plano. Em
geral, pode-se entender a imersdao de um grafo no plano como uma forma (note que podem haver
vérias) de desenhd-lo em uma folha de papel. Por exemplo, eis uma imersdo do grafo em que os
vértices sdo os niimeros de 3 a 20 e dois nimeros se relacionam se um divide o outro:

3Responsavel pela formalizagio do conceito de grupo e pelo Teorema de Cayley-Hamilton, dentre outros.
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Figura 1

E claro que todo mapa pode ser representado através de um grafo em que os vértices sdo as
regides e as arestas sdo pares de regides vizinhas. Eis um exemplo da representagdo de um mapa
fazendo uso da imersdo de um grafo no plano:

Figura 2
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Dessa forma, o problema se torna colorir os vértices de um grafo de modo que vértices que se
relacionam tenham cores distintas. Contudo, pode-se encontrar exemplos de grafos que necessitem
de cinco ou mais cores de acordo com tais restri¢des:

W

Figura 3

A grande questdo é que esses grafos ndo representam mapa algum Mas por qué? Qual
caracteristica os impede de representar um mapa? A resposta é simples: Todas as suas imersdes
possuem arestas que se cruzam, isto €, os grafos em questdo nédo sdo planares.

Defini¢do 2. Uma imersdo ¢ de um grafo G é dita plana se os arcos de ¢ que representam as
arestas de G ndo se cruzam.

Imersiio ndo plana Imersio plana

Figura 4

Defini¢do 3. Um grafo é dito planar se existe uma imersdo sua que € plana.

De fato, se um grafo representa um mapa, esse grafo devera ser planar. Também ¢é verdade
que, para todo grafo planar, existe um mapa que é representado por ele. Ambos esses fatos estdo

“Para se convencer disso, tente construir um mapa a partir das imersdes dadas. Como incentivo para colocar a mao na
massa, saiba que exibir um tal mapa o tornaria mundialmente famoso como a pessoa que destruiu a teoria dos grafos!
Vocé nao vai deixar passar essa oportunidade, certo?
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longe de ser triviais e suas demonstra¢oes envolveriam formalizar o conceito de mapa (justamente
o que estamos tentando evitar). Logo, elas ndo serdo apresentadas neste artigo. Os préximos
passos da demonstragdo contam com a sua fé.

Por fim, formalizamos o que seria uma coloragdo de um grafo:

Defini¢do 4. Dado um grafo G = (V, E) e um conjunto de cores X (geralmente representadas por
numeros), uma coloragio de G é uma funcéo ¢ : V — X. Dizemos que tal colora¢do usa n cores se
a imagem de ¢ tem 1 elementos. Se para qualquer par de vértices u, v que se relacionam temos
c(u) # c(v), dizemos que a nossa coloragao é prdpria.

Fazendo uso das defini¢des de grafo planar e coloragdo, podemos reescrever o Teorema 1 como
se segue:

Teorema 2. Nio mais que quatro cores sio necessdrias para uma coloragio propria de um grafo planar.

Como ja foi dito, serd mais conveniente de se trabalhar com essa versao do teorema.

4. GLOSSARIO

A seguir estdo mais algumas defini¢des relacionadas a grafos que serdo utilizadas no decorrer do
artigo. Volte para esta sessdo sempre que encontrar uma palavra estranha e ndo se recordar do
seu significado.

Vértices vizinhos. Dois vértices de um grafo que se relacionam sdo ditos vizinhos.

Vizinhanga e grau. A vizinhanga de um vértice v de um grafo, denotado por N(v) (do inglés
neighbourhood), é o conjunto dos vizinhos de v. O grau de v, denotado por deg(v) (do inglés degree),
é o namero de vizinhos de v, isto é, o tamanho de N(v).

Caminho e ciclo. Um caminho em um grafo G é uma sequéncia a1,ay, - - - , a4, de vértices de G
distintos dois a dois (exceto possivelmente por a; e a;) tais que 4; e 4,11 sdo vizinhos para todo
i€{1,2,..,n—1}. Sea; = a,, dizemos que tal caminho é um ciclo.

d

Figura 5: a,¢, f, g, c, b é um caminho no grafo acima.

Grafo conexo. Um grafo é dito conexo se existe um caminho ligando quaisquer dois de seus
vértices.
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Subgrafo. Um subgrafo de um grafo G é um grafo formado por um subconjunto de vértices e um
subconjunto de arestas de G.

Componente conexa. Uma componente conexa de um grafo G é um subgrafo conexo maximal de
G, ou seja, um subgrafo conexo que néo é subgrafo de outro subgrafo conexo.

e

Figura 6: O grafo acima possui duas componentes conexas, representadas em azul e vermelho.

Subgrafo induzido. Dado um grafo G = (V, E), o subgrafo induzido por um conjunto de vértices
W C V é o subgrafo G[W] := (W, E|) de G, onde E|y é a relacdo E restrita ao conjunto W. Em
palavras, G[W] é o grafo G ap6s a remogdo dos vértices que ndo estdo em W junto com as suas
arestas incidentes.

A

Grafo original Grafo induzido pelos vértices vermelhos

Figura 7

Dado um grafo G = (V, E) e um vértice v de G, definimos o grafo G — v como o subgrafo induzido
por V — {v}.

Faces. As faces de uma imersdo plana de um grafo sdo as regides do plano cuja fronteira é formada
pelos arcos da imersao.
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Figura 8: O grafo acima possui 4 faces, numeradas de 1 a 4.

5. A “DEMONSTRACAO” DE KEMPE

E importante ressaltar que a demonstragdo apresentada nesse artigo ndo é idéntica a apresentada
por Kempe (que ndo possui muito rigor matemdtico), mas exibe as mesmas ideias e emprega o
mesmo raciocinio. O artigo publicado por Kempe pode ser encontrado nas referéncias.

Antes de mais nada, introduziremos a técnica de triangularizacdo de grafos planares (estaremos
sempre considerando grafos com 3 ou mais vértices):

O processo consiste em adicionar a um grafo planar tantas arestas quanto for possivel mantendo
a sua planaridade. Quando néo for mais possivel adicionar arestas ao grafo, o novo grafo obtido
serd dito triangularizagdo do grafo original. O nome vem do fato de que ao fim desse processo
todas as faces de uma imersdo plana do grafo obtido serdo formadas por 3 vértices e 3 arestas
(como triangulos!). De fato, se houvesse uma face com 4 ou mais vértices, seria possivel adicionar
uma aresta ligando dois deles mantendo a planaridade do grafo, como mostra a figura a seguir.

Grafo ndo triangularizado Grafo triangularizado

Figura 9

Muitas vezes, na matematica, problemas podem ser reduzidos a um caso particular, isto é,
existe um caso particular tal que, resolvendo-se o problema para este caso, resolve-se também
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para os demais casos. Um exemplo de problema desse tipo é o da igualdade de polindmios: para
provar que dois polindmios p(x) e g(x) sdo iguais para todo x real, basta provar que p(x) e q(x)
sdo iguais para todo x natural! O problema de coloragdo de grafos planares também pertence a
essa categoria. De fato, se provarmos que todo grafo triangularizado pode ser colorido com 4
cores, o mesmo poderd ser dito de qualquer grafo planar!

O motivo disso é evidente: é mais facil colorir um grafo do que a sua triangularizacdo. Imagine
que a triangularizagdo T = (V, E’) de um grafo planar G = (V, E) possua uma coloragio prépria
com 4 ou menos cores. Entdo, colorindo-se os vértices de G com as mesmas cores que eles tem
em T, teremos uma coloracdo com 4 ou menos cores para G. Afirmamos que essa coloragdo é
propria, pois todas as arestas de acordo com E sdo também arestas de acordo com E’, logo, se néo
hé vértices vizinhos em T que possuem a mesma cor, 0 mesmo serd verdade em G.

A coloragiio prdpria no grafo triangularizado... ... também é prépria no grafo original

Figura 10

Mas o que sabemos sobre grafos triangularizados?

Teorema 3. Seja G um grafo finito triangularizado. Se |V| e |E| sio, respectivamente, o niimero de vértices
e de arestas de G, entio
[E| =3[V[-6

Encorajamos o leitor a demonstrar o teorema acima (dica: use indugdo)!

O Teorema acima ird implicar em um aspecto fundamental para a demonstragdo de Kempe:
todo grafo triangularizado possui um vértice com grau menor que 6.

Observacdo 1. De modo geral, isso serd verdade para qualquer grafo planar, triangularizado ou
ndo. Afinal, o processo de triangularizacdo pode aumentar o grau dos vértices, mas ndo diminuir.

Para verificar isso, imagine um grupo de pessoas das quais algumas apertam as mdos de
algumas outras. Se cada pessoa contar quantos apertos de méo realizou e esses valores forem
somados, o resultado final serd duas vezes o ntimero de apertos de méo realizados no total, pois
cada aperto é contado duas vezes (uma por cada um dos envolvidos). Interpretando as pessoas
como vértices de um grafo (qualquer) G = (V, E) e que cada vértice “aperta a mdo” daqueles com
0s quais se relaciona (isto é, os apertos de méo sdo as arestas do grafo), temos o Lema do Aperto
de Mio (eu ndo inventei esse nome, pode pesquisar):

) deg(v) = 2|E|

veV

Ora, mas entdo, para um grafo triangularizado, temos
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Y deg(v) = 6|V|—12 < 6]V
veV
de modo que deve ser verdade que tal grafo possui algum vértice com grau menor que 6.
Esse fato por si s6 é suficiente para demonstrar o Teorema das Seis Cores:

Teorema 4. Nio mais que seis cores sio necessdrias para uma coloragio prépria de um grafo planar.

Demonstragio. Basta demonstrar o fato para grafos triangularizados! Se existe um grafo triangu-
larizado que precisa de sete ou mais cores para ser colorido, entdo existe um tal grafo, digamos
G = (V, E), com namero minimo de vértices. Como G é triangularizado, existe v vértice de G
com grau menor do que ou igual a 5. Como G tem ntimero minimo de vértices, temos que G — v
pode ser colorido com 6 ou menos cores. Seja c : V — {v} — {1,2,3,4,5,6} uma tal coloragdo.
Considere a coloragdo ¢’ : V — {1,2,3,4,5,6} dada por:

e !(u) = c(u) se u é um vértice de G diferente de v.
¢ (/(v) é uma cor qualquer que ndo aparece dentre seus vizinhos.

Como v tem menos que 6 vizinhos, pelo menos uma das cores utilizadas ndo aparece dentre
seus vizinhos, de modo que a coloragdo ¢’ estd bem definida. Além disso, é facil ver que a
coloragdo serd propria e usa somente 6 cores. Contradi¢do. Logo todo grafo triangularizado pode
ser colorido com 6 ou menos cores. O

Finalmente, entraremos nos pormenores do raciocinio empregado por Kempe. A arma secreta
utilizada por ele para obter a sua engenhosa demonstracdo foi uma estrutura que seria mais tarde
conhecida como cadeia de Kempe, e que apresentamos a seguir:

Defini¢do 5. Dados um grafo G = (V,E) e uma coloragdo c : V — X que usa pelo menos duas
cores a,b € X, chamamos de (a, b)—cadeia de Kempe as componentes conexas do subgrafo induzido
pelos vértices de cores a ou b.

~o°

Figura 11: Um grafo e suas trés (1,2)—cadeias de Kempe.

A caracteristica que faz das cadeias de Kempe tdo convenientes é o fato de que, ao trocarmos
as cores dos seus vértices em uma coloragdo prépria, a nova coloracdo obtida ainda é prépria.
Mais formalmente, temos que:

Dados um grafo G = (V, E), uma coloragdo propria c : V — X que usa pelo menos duas cores
a,b € X e uma (a,b)—cadeia de Kempe (, a coloragdo induzida ¢’ : V — X tal que

e ¢/(u) = c(u) se u ndo é um vértice de {.
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e /(u) = aseuéum vértice de { e c(u) = b.
e /(u) = bseuéum vértice de { e c(u) = a.

também é propria. Denotamos a coloragdo ¢’ por ¢ * (.

Figura 12: Jogo dos 11 erros!

Assim, dada uma coloragdo propria de um grafo, temos uma certa liberdade para alterar a cor
de determinados vértices mantendo a coloragdo prépria. Com isso, estamos prontos para enunciar
a demonstragdo que d4 nome ao artigo que lhe escrevo:

Demonstracio. Basta demonstrar o fato para grafos triangularizados! Suponha que haja um grafo
triangularizado que precisa de cinco ou mais cores para ser colorido. Entdo existe um tal grafo,
digamos G = (V, E), com nimero minimo de vértices. Se G possui um vértice com grau menor
do que ou igual a 3, um argumento idéntico ao da demonstragdo do Teorema 4 nos permitird
colorir G com 4 cores, gerando assim uma contradi¢do. Logo, todos os vértices de G devem ter
grau maior do que ou igual a 4.

Sabemos também que, como G é triangularizado, existe v vértice de G com grau menor do
que ou igual a 5. Além disso, como G tem ntimero minimo de vértices, temos que G — v pode ser
colorido com 4 ou menos cores. Seja ¢ : V — {v} — {1,2,3,4} uma tal coloragdo. Note que todas
as cores devem aparecer dentre os vizinhos de v, pois, caso contrario, poderiamos colorir v com
uma das cores que ndo aparece, de modo a gerar uma coloragdo propria de G com apenas 4 cores,
0 que seria uma contradicdo.

Fixe uma imersdo plana ¢ de G. Por questdo de simplicidade, ndo faremos distingdo dos
nomes dos elementos do grafo e suas representagdes em ¢, isto é, chamaremos de w o ponto de ¢
que representa o vértice w de G, e chamaremos de e o arco de ¢ que representa a aresta ¢ de G.

Vamos, agora, considerar os seguintes casos:

Caso 1: v tem 4 vizinhos:

Seja N(v) = {v1,vp,0v3,04}. Sabemos que todas as cores devem aparecer dentre os vizinhos
de v. Podemos supor sem perda de generalidade que c(v1) = 1, c(v2) = 2, c(v3) =
, c(v4) =4, e que a disposicdo relativa de vy, v, v3, v4 em ¢ é como na figura:

10
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01

Figura 13

U3

Seja (7 a (1,3)—cadeia de Kempe contendo v;. Se v3 ndo é vértice de {1, podemos trocar
suas cores sem influenciar os demais vértices, de modo a obter a nova coloragdo prépria
cx(1de G, emquecx{i(vy) =3, c*x(1(v2) =2, cx{q1(v3) = 3, ¢ *{1(vs) = 4. Nessa nova
coloragdo, v ndo possui vizinho de cor 1, de modo que podemos colorir o préprio v com a
cor 1, gerando uma coloracdo prépria com 4 cores de G. Contradigéo.

U4

01

U2

U3

Figura 14: Jogo dos 10 erros!

01

U4

U3

U2

Caso v3 seja vértice de (, existe um ciclo v,vy,4a1,4a2,- -+ ,a,, 03,0 cujo tnico vértice que ndo
é de cor 1 ou 3 é o préprio v, que ainda nédo estd colorido. Observe que esse ciclo separa os

vértices vp e v4 em duas regides distintas.

11
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as an—2
a n—1
U4
ay an
01 U3
02
Figura 15

Seja {» a (2,4)—cadeia de Kempe contendo v;. Note que v4 ndo pode ser vértice dessa cadeia,
pois como ela ndo possui vértices em comum com o ciclo v,vy,41,a,- - ,a,,03,7, a Gnica
forma de isso acontecer seria caso uma das suas arestas cruzasse com uma aresta do ciclo,
mas sabemos que isso ndo ocorre, pois a nossa imersdo é planar. Assim, podemos trocar as
cores dessa cadeia sem influenciar os demais vértices, de modo a obter uma nova coloragdo
propria cx {p de G, em que ¢ * {p(v1) = 1, c* (a(v2) = 4, cx{o(v3) = 3, c*x{o(vs) = 4.
Nessa nova coloragdo, v ndo possui vizinho de cor 2, de modo que podemos colorir o préprio
v com a cor 2, gerando uma colorac¢do prépria com 4 cores de G. Contradicao.

Caso 2: v tem 5 vizinhos:

Seja N(v) = {v1,vp,v3,04,7}. Sabemos que todas as cores devem aparecer dentre os vizinhos
de v. Dessa forma, como temos quatro cores, exatamente uma delas ird se repetir. Podemos
supor sem perda de generalidade que ¢(v1) =1, c(v2) =2, ¢(v3) =3, c(vs) =4, ¢(7) =4,
e que a disposicao relativa de vy, vy, v3, v4, ¥ em ¢ é como na figura:

12
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U3

01 (%]

Figura 16

Considere a (1,3)—cadeia de Kempe contendo v;1. Se v3 ndo é vértice dessa cadeia, podemos
trocar as cores da cadeia sem influenciar os demais vértices, de modo a obter, usando a
construgdo do caso anterior, uma coloracdo prépria com 4 cores de G, o que seria uma
contradi¢do. Da mesma forma, v3 devera ser vértice da (2,3)—cadeia de Kempe contendo v;.

Figura 17

Seja (7 a (1,4)—cadeia de Kempe contendo . Note que v; e v4 ndo podem ser vértices dessa
cadeia, pois existe um ciclo de cores 2 e 3 separando ¢ de v; e v4. Dessa forma, podemos
trocar as cores dessa cadeia sem influenciar os demais vértices, obtendo uma coloragdo
propria c* (1 de G em que cx(1(v1) = 1, cx{1(v2) = 2, ¢x{1(v3) = 3, c*{1(va) =
4, cx(1(0) = 1.

De modo andlogo, nessa nova coloragdo, a (2,4)—cadeia de Kempe contendo v4, digamos
{2, ndo pode conter v,, de forma que podemos trocar as cores dessa cadeia sem influenciar

13
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os demais vértices, obtendo uma coloragdo propria ¢ * {1 * {» de G em que c * {1 * {2(v1) =
Lexlyxlo(v2) =2, cx L1 x0a(vs3) =3, cx Q1+ 0a(v4) =2, €81 % (2(0) =

Como nessa nova coloragdo a cor 4 ndo aparece dentre os vizinhos de v, podemos colorir v
com 4, gerando assim uma coloragdo prépria de G com 4 cores. Contradicéo.

O

E entdo? Conseguiu encontrar o erro?

Vosso humilde narrador sugere fortemente que seja feita, nesse ponto do artigo, uma pausa.
Saboreie os passos da demonstracdo que acabou de ver, e reflita se todos eles lhe parecem
logicamente satisfatérios, assim como pareceram para a comunidade matematica da época. Antes
de prosseguir, esteja ciente que uma vez encontrado o erro, vocé ndo poderd mais desencontré-lo!

6. O ERRO

Em 1890, 11 anos mais tarde, o matemaético inglés Percy John Heawood (1861-1955) publicou um
artigo apontando um erro na demonstragdo de Kempe.

Perceba que a demonstragdo de Kempe consiste em um algoritmo: dado um grafo planar com
todos os vértices coloridos com 4 cores com exce¢do de um com grau menor do que ou igual a 5,
vocé deveria ser capaz de, recolorindo algumas cadeias de Kempe de acordo com os passos da
demonstragdo, chegar a uma coloracdo propria do grafo por inteiro. No entanto, isso ndo ocorre,
como se pode ver pelo exemplo a seguir:

>

Figura 18

Como se pode reparar, o erro na demonstracdo se encontra na Figura 17, onde assumimos de
maneira implicita que o caminho alternante de cores 1 e 3 ligando v; e v3 e 0 caminho alternante
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de cores 2 e 3 ligando v; e v3 sdo disjuntos, o que definitivamente pode nédo ocorrer. Caso no grafo
em questdo tais caminhos sejam, de fato, disjuntos, o algoritmo funcionard perfeitamente.

Observacdo 2. O contra exemplo apresentado acima ndo foi o mesmo exibido por Heawood em
seu artigo, que era bem mais complexo, contando com 25 vértices.

Mas nem tudo estava perdido! Em seu artigo, Heawood demonstrou que as ideias de Kempe
poderiam ser empregadas para demonstrar uma versdo levemente mais fraca do teorema:

Teorema 5. Nio mais que cinco cores sio necessdrias para uma coloragdo propria de um grafo planar.

A demonstracado deste fato é muito semelhante a do Caso 1 da demonstragdo incorreta apresen-
tada para o Teorema 2 (note que a demonstragdo do Caso 1 esta correta!). Seu desenvolvimento
serd deixado a cargo do leitor, para que este possa exercitar o seu recém adquirido arsenal de
conhecimentos relacionados a grafos planares e suas coloragdes.

7. A DEMONSTRAGAO (DE VERDADE DESSA VEZ)

No ano de 1976, mais de 100 anos ap0s a primeira publicagdo de seu enunciado por Augustus De
Morgan, o Teorema das Quatro Cores foi finalmente (corretamente) demonstrado por Kenneth
Appel (1932-2013) e Wolfgand Haken (1928-).

A demonstragdo empregada por eles consistiu em provar que um conjunto finito de configura-
¢Oes é inevitdvel em qualquer grafo triangularizado, isto é, existe um conjunto finito de grafos tais
que pelo menos um deles é subgrafo de qualquer grafo triangularizado. Seu objetivo era mostrar
que, a partir de cada uma dessas configuragdes, seria possivel obter a partir de uma coloracao
parcial uma coloragdo completa recolorindo-se alguns vértices (assim como Kempe tentou fazer).
Tal demonstracio reduziu o espago amostral de infinitos possiveis grafos planares para meros 1834
casos a serem verificados. No entanto, embora vocé deva concordar que 1834 é muito menos que
infinito, ainda se trata de uma quantidade desagradavelmente grande de casos para se trabalhar
manualmente. Por esse motivo, para verificar cada um dos casos, Appel e Haken fizeram uso
de meios computacionais, levando o Teorema das Quatro Cores a entrar para a histéria como o
primeiro grande teorema a ser demonstrado com ampla assisténcia de um computador.

Com o decorrer dos anos, o nimero de casos a serem verificados foi reduzido. Entretanto, até
a data de publicagdo deste artigo ndo se conhece uma demonstracgdo alternativa, mais elementar
ou elegante, por assim dizer, para o Teorema das Quatro Cores.

Ora, por que haveria uma tal? A comunidade matemdtica ndo se contentou com a certeza
de que o fato é verdadeiro? Certamente que ndo! Pois, embora a validez da demonstragdo
com assisténcia de um computador tenha sido verificada, ela ndo nos oferece um entendimento
profundo das razdes pelas quais o teorema é verdadeiro. Tenha certeza de que uma demonstragdo
por meios classicos para o Teorema das Quatro Cores traria noites de sono mais tranquilas para
muitos mateméticos da nossa era (o que lhe escreve incluso).
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