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Resumo

Neste artigo mostraremos um problema de combinatdria que surpreendentemente possui uma resolugio
que utiliza Topologia. Mais do que isso, para este problema nio se conhece outra solugio que ndo passe
pela Topologia.

1. INTRODUCAO

Antes de mais nada, apresentaremos o seguinte problema:

O governador de um certo estado com 10 cidades fez uma reunido com as empresas de
onibus para negociar todas as linhas interurbanas entre essas cidades. Depois de muita
negociacdo, as empresas concordaram em fazer duas exigéncias ao governador:

e exclusividade em cada linha interurbana atribuida a uma empresa, isto é, ndo podemos
ter duas empresas diferentes operando a mesma linha interurbana;

e quaisquer duas linhas interurbanas atribuidas a uma mesma empresa devem ter uma
cidade em comum, por questdes de logistica. Isto é, ndo podem ser atribuidas a uma
mesma empresa duas linhas C; <= Cy e C3 <= (4, onde Cy, Cy, C3 e C4 sdo cidades
distintas.

Para economizar com fiscalizagdo, o governador pretende contratar o menor ntmero
possivel de empresas para fazer todas as linhas. Quantas empresas, no minimo, ele
precisard contratar de modo que sejam satisfeitas as duas condigdes?

O problema acima é puramente combinatério, mas a solugdo que apresentaremos sera incrivel-
mente topolégica. Demonstraremos o Teorema de Lovdsz-Kneser, um resultado em Teoria dos
Grafos, no qual utilizamos o famoso Teorema de Borsuk-Ulam em sua demonstragdo. Finalmente,
remodelaremos o problema do governador em linguagem de Teoria dos Grafos e obteremos uma
resposta.

2. DerFINICOES EM TEORIA DOS GRAFOS

Nesta segao apresentaremos as defini¢des basicas em Teoria dos Grafos que usaremos neste artigo.
Apesar de algumas defini¢des formais serem carregadas de notacéo, a ideia intuitiva por tras delas
é bem simples.
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A primeira defini¢do é a de grafo. Provavelmente o leitor j& ouviu falar sobre grafos, mas, caso
seja um conceito totalmente novo, basta imaginar um grafo como um conjunto de pontos (estes
serdo os chamados vértices do grafo) e tais pontos podem estar conectados ou ndo, um segmento
conectando dois pontos (vértices) é chamado de aresta. Abaixo temos a defini¢do formal.

Definigdo 2.1 Um grafo G = (V,E) é um par, onde V sio os vértices do grafo e E C (‘2/) (subconjuntos
de V com 2 elementos) sdo as arestas de G.

Notagdo: Para cada n > 0, denotamos [n] = {1,...,n} o conjunto dos n primeiros niimeros
naturais.

Ilustramos a definicdo acima com o seguinte exemplo:

Exemplo 2.2 Na figura abaixo temos G = ([6], {{1,2},{2,3},{3,4},{4,5},{5,6},{1,6},{1,5},{3,6}})
para (A) e G = ([4],{{1,2},{2,3},{3,4},{1,4}}) para (B).

Figura 1. Exemplos de grafos.

1
1 2

(A) (B)

A proxima definicdo é sobre como colorir o grafo, ou, mais precisamente como podemos
“pintar” cada vértice com uma cor de forma que os dois vértices de uma mesma aresta sejam
pintados de cores distintas. Na defini¢gdo formal, as cores sdo substituidas por ntimeros naturais,
assim, uma n-coloragdo é uma coloracdo do grafo com #n cores.

Definigdo 2.3 (n-coloragdo de um grafo) Uma n-coloragdo de um grafo G = (V,E) é uma fungio
x:V —=[n]

tal que dados vy, v1 € V, com vy # vy, temos x(vg) # x(v1).

E importante notar que todo grafo pode ser colorido: basta atribuir cores distintas para vértices
distintos, e daf toda aresta terd dois vértices com cores distintas. O menor ntimero de cores que
podemos usar para colorir um grafo G é chamado de ntmero cromatico de G.

Defini¢do 2.4 (Numero cromético de um grafo) Seja G = (V,E) um grafo. O menor inteiro natural
n tal que existe uma n-coloragio para G é chamado de niimero cromdtico de G e é denotado por x(G).
Em outras palavras:

X(G) = min{n € IN ; existe uma n-coloragio do grafo G}.
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O Teorema de Lovész-Kneser, resultado principal deste artigo, nos fornece o valor do ntimero
cromatico do Grafo de Kneser KG,, x, que é exatamente n — 2k + 2. O grafo de Kneser KG, ;. é o
grafo cujos vértices sdo os subconjuntos F C [1n] com exatamente k-elementos e, existe uma aresta
conectando dois vértices F, F’ se, e somente se, a intersseccdo F N F’ é vazia.

Notagdo: Seja S um conjunto ndo-vazio com pelo menos k elementos (onde k > 0 é natural).
Denotamos (i) o conjunto que consiste de todos os subconjuntos A C S tal que A possui

exatamente k elementos.

Defini¢ao 2.5 (Grafo de Kneser KG,, ;) O Grafo de Kneser KG,, . é o grafo onde os vértices sio os
subconjuntos de [n] com exatamente k-elementos, e tal que dois vértices F, F' formam uma aresta {F, F'} de
KG,, x se, e somente se F N F' = @. Em outras palavras,

KGyx = (<[Z]>,{{F,F’}; FF e <[Z]>, FNF :@}).

Exemplo 2.6 Na Figura 2, temos a ilustragdo do grafo KGs ».

Figura 2. Grafo KGs o, conhecido também como Grafo de Petersen.
{1,3)

3. O TEOREMA DE Borsuk-Uram

O Teorema de Borsuk-Ulam ¢ a saida topolégica para demonstrar o Teorema de Lovész-Kneser.
Sua histéria, segundo Jifi MatouSek, comega no ano 1930, quando a primeira mencéo foi feita
em [LS30]. No entanto, a primeira prova de tal teorema, publicada em 1933 por Karol Borsuk,
matemadtico polonés, atribui a formulagdo ao também matematico polonés Stanislaw Ulam. Um
fato bastante curioso é que borsuk em polonés significa texugo, entdo se traduzirmos ao pé da
letra para o portugués, teremos o “Ieorema do Texugo”, o que motivou Matousek a desenhar um
texugo na capa de seu livro “Using the Borsuk-Ulam Theorem - Lectures on Topological Methods
in Combinatorics and Geometry” [Mat08].
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Figura 3. Karol Borsuk (1905-1982) e Stanislaw Ulam (1909-1984), matemdticos poloneses.
A\ s F

Figura 4. Capa do livro “Using the Borsuk-Ulam Theorem - Lectures on Topological Methods
in Combinatorics and Geometry” com um texugo.

Jifi Matousek

Using the
Borsuk-Ulam
Theorem
Lectures on

Topological Methods

in Combinatorics
and Geometry

=

A afirmacao do teorema é simples, mas sua demonstracio, que utiliza ferramentas de Topologia
Algébrica, ndo o é. Assim, apenas enunciaremos, mas para quem quiser dar uma olhada na
demonstragdo, o livro [Hat02] apresenta uma prova bem elegante utilizando Teoria de Homologia.

Teorema 3.1 (Teorema de Borsuk-Ulam) Sejam n > 0 e f : S* — R" uma fungio continua, entdo
existe x € S" tal que f(x) = f(—x).

Podemos entender melhor a afirmacdo do Teorema de Borsuk-Ulam analisando um exemplo
interessante para o caso n = 2. Identificando a esfera S? com a superficie do Globo Terrestre,
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definimos a fungio f : $> — R? como:
f:S* R
x— (T(x),P(x)),
onde T(x) é a temperatura e P(x) é a pressdo atmosférica no ponto x € S? da superficie do Globo
Terrestre.

Como a Temperatura e a Pressdo sdo func¢des continuas na superficie do Globo Terrestre, segue
que f é uma fungao continua. Asssim, pelo Teorema de Borsuk-Ulam, existe um ponto x € S? da
superficie do Globo Terrestre tal que:

f(x) = f(=x) = (T(x), P(x)) = (T(=x), P(=x)),
isto é, existem pontos antipodas na superficie do Globo Terrestre que tém mesmas temperatura e
pressao.

Veja na Figura 5 a ilustracdo deste exemplo.

Figura 5. Ilustragio do exemplo do Borsuk-Ulam para temperatura e pressio no Globo Terrestre.

Globo Terrestre S

2 Pressdo P

e
> f(x) = f(-x)

Temperatura T

Enunciamos o Teorema de Borsuk-Ulam em sua versdo mais cldssica, mas ele pode ser refor-
mulado em diversas afirmagdes, como pode ser conferido em [Mat08]. Para os nossos objetivos,
focaremos nas afirmagdes equivalentes ao teorema dadas por [LS30], a partir de coberturas de S"
por abertos ou fechados, como segue.

Teorema 3.2 (Teorema de Borsuk-Ulam, versdes de Lyustenik-Schelman) (LS-c) Para qualquer
cobertura Fy, ..., F,11 da esfera S" (isto é, "01 F; = S") por n + 1 conjuntos fechados, existe ao menos um
conjunto que contém um par de pontos untiz’;i)das, isto é, existe i € [n + 1] tal que F; N (—F;) # @.

(LS-0) Para qualquer cobertura Uy, ..., U, 41 da esfera S™ (isto é, "01 U; = S") por n + 1 conjuntos
abertos, existe ao menos um conjunto que contém um par de pontos ant;;c}dus, isto é, existe i € [n + 1] tal
que U; N (=U;) # Q.
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Temos um resultado ainda mais forte que o Teorema de Borsuk-Ulam, o qual faz a mesma
afirmacdo para uma cobertura de n + 1 conjuntos de S”, agora podendo ser composta por abertos
ou fechados. O resultado é conhecido como Lema de Greene.

Lema 3.3 (Lema de Greene [Gre02]) Seja A1, ..., Ay uma cobertura de S por n + 1 conjuntos, onde
cada um deles é um aberto ou um fechado de S". Entdo, existe i € {1,...,n} tal que A; N (—A;) # D.

A demonstragdo do Lema de Greene é feita por inducdo em £, onde t é o ntimero de fechados
da cobertura Ay, ..., A, 1 (ver [Gre02]). Note que o caso inicial + = 0 é o Teorema 3.2 (LS-0).

4. TEOREMA DE LOVASzZ-KNESER
Em 1955, o matematico alemao Martin Kneser prop0s a seguinte conjectura:

Conjectura 4.1 Para todo k > 0 e n > 2k — 1, 0 niimero cromdtico do Grafo de Kneser KG,, ;. é igual a
n—2k+2.

Observagido: Na verdade, em 1955, Kneser ndo formulou a conjectura nesta linguagem de
Teoria dos Grafos, mas aqui j a enunciaremos direto nesta linguagem.

Em 1978, o matematico htingaro Lazl6 Lovasz deu a primeira prova para a Conjectura de
Kneser utilizando métodos topolégicos e esta é considerada o marco do inicio de uma nova area:
a Topologia Combinatéria [Lon04].

Uma vez demonstrada, a Conjectura de Kneser passou a ser denominada Teorema de Lovasz-
Kneser.

Figura 6. Martin Kneser (1928-2004), matemdtico alemio, e Ldszlé Lovdsz (1948), matemdtico hiingaro.

Teorema de Lovasz-Kneser. Para todo k > 0 e n > 2k — 1, o nimero cromético do Grafo
de Kneser KG,, ; é igual a n — 2k + 2.
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5. DEMONSTRAGAO DO TEOREMA DE LOVAsz-KNESER
Para provar que x(KG,x) = n — 2k + 2, basta demonstrar as seguintes desigualdades:

X(KGy ) <n—2k+2 1)
X(KGyx) > n—2k+2 )

5.1 Demonstracio da desigualdade x(KG, ;) <n —2k+2

Para mostrar a Desigualdade (1), basta exibir uma (n — 2k + 2)-colorag¢do do Grafo de Kneser
KG, , e teremos que o ntiimero minimo de cores para colorir o grafo serd menor ou igual a
n—2k+2.

Defina:

X: <[Z]> — [n—2k+2],

onde x(F) = min{min(F),n — 2k + 2}, para todo F € ([Z]).

Os vértices do Grafo de Kneser KG,, ;. sdo os subconjuntos F C [11] com exatamente k elementos.
A cada um destes subconjuntos atribuimos uma cor de 1 a (n — 2k + 2). Esta cor é definida como
o menor entre min(F) e n — 2k + 2.

Provaremos que x é, de fato, uma (n — 2k 4 2)-coloragdo para KG,, x. Para isto, basta tomar
uma aresta qualquer do grafo e mostrar que os dois vértices estdo coloridos com cores diferentes.
A prova serd feita por absurdo, isto é, suponhamos que exista uma aresta com vértices coloridos
com a mesma cor e chegaremos a uma contradigéo.

Suponha que x ndo seja uma coloragdo. Entdo, existem F, F' € ([Z}) tais que {F,F’} é uma
aresta de KG,,x (isto ¢, FNF' = @) e temos x(F) =i = x(F') € [n — 2k + 2] (vértices da aresta
coloridos com a mesma cor).

Separaremos em dois casos, agora: quando a cor em comum dos vértices i é n — 2k +2 no
primeiro caso e quando a cor em comum nao é n — 2k + 2 (isto é, i < n — 2k + 2) no segundo caso.

Sei < n—2k+2 entdoi € Fei € F (pois, nesse caso, a cor i atribuida é
i = min(F) = min(F")), logo i € FNF/, 0 que contraria o fato de que FNF' = Q.

Por outro lado, se i =n — 2k + 2, entdo F, F' C {n — 2k +2,...,,n} (pois, nesse caso,
min(F) > n —2k+2 e min(F') > n — 2k +2), e como FNF' = @, temos |F U F'| = 2k. Mas como
{n — 2k +2,..,n}| = 2k — 1, temos uma contradi¢do, pois ndo tem como um conjunto de 2k — 1
elementos ter um subconjunto de 2k elementos.

Em ambos os casos temos uma contradi¢do. Logo, x é uma coloragéo.
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5.2 Demonstra¢do da desigualdade x(KG, ) > n — 2k +2

Demonstraremos a Desigualdade (2). Nao se conhece nenhuma demonstragdo dessa desigualdade
que ndo envolva métodos topoldgicos ou que ndo imitam as provas topolégicas. Assim, ndo temos
outra saida a ndo ser recorrer a Topologia.

Para mostrar que x(KG, ) > n — 2k 4 2, suponhamos, por absurdo, x(KG,x) <n—2k+2,0
que é equivalente a assumir que existe uma (n — 2k 4 1)-coloracao para KG,, x (pois x (KG, ;) <
n — 2k + 2 significa que podemos colorir com menos de n — 2k + 2 cores, logo podemos colorir com
uma cor a menos, ou seja, 1 — 2k + 1 cores). O que mostraremos é que, assumindo essa coloracdo
com (n — 2k + 1) cores, obteremos uma contradi¢do, ndo sendo possivel, portanto, colorir com
menos de n — 2k 4 2, o que prova a Desigualdade (2).

Definimos d = n — 2k + 1 a fim de simplificar a notagéo.

A primeira coisa que faremos ¢ identificar os elementos do conjunto [1] com um subconjunto
X de n pontos na esfera S?. A tinica exigéncia que faremos a respeito da distribuicio geométrica
destes pontos é que eles estejam em posigdo geral, ou seja, que qualquer hiperplano em R4+
passando pela origem ndo contenha mais do que d pontos destes.

Exemplo 5.1 Para o caso d = 1, um subconjunto de n pontos estd em posicio geral em S' se nio existe
um par de pontos antipodas em X. No caso d = 2, o subconjunto X C S* de n pontos ndo deve conter trés
pontos em um mesmo plano que passa pela origem.

Identificando X com [n], conquentemente identificamos (?f) com ([Z]). Nos referimos ao
conjunto [n] por meio dessa identificagdo a partir de agora.

Finalmente, é chegada a hora da Topologia entrar em acdo. Definiremos d + 1 subconjuntos de

$9, de modo que os d primeiros sio abertos e o tltimo um fechado de S¢, e estes formam uma
d+1

cobertura da esfera, isto é, U A= $%. Em seguida, aplicaremos o Lema de Greene (Lema 3.3).
i=1

Suponha y : ([Z]) — [d] uma d-coloragdo de KG, .
Definiremos os subconjuntos abertos A1, A, ..., A; da seguinte forma: x € A; se, e somente se,
existe F € (f) tal que x(F) =ie F C H(x), onde H(x) é o hemisfério aberto definido por:
H(x) ={y e S?; (x,y) > 0}.

A Figura 8 ilustra como foram definidos os subconjuntos A;, i € [d].
Para visualizar melhor, imagine que H(x) é o “hemisfério norte” do globo S e x é o “polo norte”.

Definimos o “equador de x” como sendo

“equador de x” = {y € s, (x,y) = 0}.

Como o nome sugere, esta seria a “linha do equador” no globo onde x é o “polo norte”.

A Figura 7 ilustra as defini¢oes de H(x) e “equador de x”, para algum x € S°.
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Figura 7. llustragio de H(x) e “equador de x”, para algum x € S%,
S S’ Sy

equador

d
X -X = X -X

Figura 8. Exemplo ilustrando a definigio do aberto A;, i € [d].

KG, , Grafo de Kneser.
Seja X coloracdo de KG,, .
X Temos {3,4} C H(x).

Suponha X({3,4}) =1i.
Entdo x € A; por definigdo.

Em seguida, definimos:
d
Az =S\ (J A,
i=1
que é um fechado de s (pois é complementar do aberto Ule A)).

Assim, U‘iiill A; = 5% e temos uma cobertura de S¢ por d + 1 subconjuntos, sendo estes abertos
ou fechados e, pelo Lema de Greene (Lema 3.3), chegamos a seguinte conclusdo:

existe x € §7 tal que x, —x € A;, para algum i € [d + 1].

Esta conclusdo gera uma contradicéo.
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Figura 9. Ilustracio da cobertura U‘f;rll A= s,

oA, Az, Ay
sao abertos,

e A, éfechado.

® X,-X pertencema Aj.

Separaremos em dois casos:

e
Sabe.ndo qu/e x,—x € A;, por defini¢do existem F,F’ € ([Z]), onde F C H(x), FF C H(—x) e
x(F) =i=x(F).
Como H(x) N H(—x) = @, segue que {F,F'} é uma aresta de KG,x, por defini¢do. Assim,

{F,F'} é uma aresta de KG,, , onde x(F) = x(F’), o que é uma contradi¢do com o fato de x ser
uma d-coloragéo.

i=d+1.
Neste caso, existem x, —x € Az q = S\ (U?:1 Aj).

Note que, como x, —x € Ay, 1, entdo x, —x ndo pertencem a nenhum A; (para i € [d]), logo ndo
existem mais do que k pontos tanto em H(x) quanto em H(—x), pois, caso contrdrio existiriam

F,F e ([Z]) tais que F C H(x) e F' C H(—x) respectivamente, e isso implicaria que x € A, ) e
—x € A,y (X(F), x(F') € [d]), respectivamente.

Temos 7 pontos em S? (em posicdo geral) identificados com [n].

Como pode ser visualizado na Figura 7, a esfera S¢ pode ser visualizada como a unido disjunta

$% = H(x) U H(—x) U “equador de x”.
Como |H(x) N [n]|,|H(—x) N [n]| < k—1, segue que no “equador de x” temos no minimo
n—2k—-1)=n—-2k+2=(n—-2k+1)+1=d+1 pontos de [n], o que contradiz a hipdtese

destes n pontos estarem em posicdo geral, pois o hiperplano que define o “equador de x” em
§% ¢ R contém pelo menos d + 1 destes pontos.

10
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Desta forma, assumindo a possibilidade de KG,, ; ter uma d-coloragdo, obtemos sempre uma
contradigdo. Logo, é preciso mais do que d = n — 2k + 1 cores (isto é, pelo menos n — 2k + 2 cores)
para colorir o grafo KG,, , o que significa

X(KGpx) > n—2k+2.

6. VOLTANDO AO PROBLEMA INICIAL

Traduziremos o problema inicial em uma linguagem de Teoria dos Grafos.

Cidades: Temos um total de 10 cidades no estado, que serdo reresentadas pelo conjunto
S = [10].

Linhas interurbanas: Cada linha interurbana entre duas cidades desse estado pode ser repre-
sentada como um subconjunto (com exatamente 2 elementos) do conjunto [10] das cidades, isto ¢,
um subconjunto {C;, C;} C [10] (onde C; # C;) representa a linha interurbana entre as cidades C;

e C;. Assim, o conjunto das linhas interurbanas sera representado por ([120}).

Exclusividade na atribuicdo das linhas interurbanas as empresas: Podemos representar uma
atribuicdo entre m empresas através de uma funcéo

o (19

pois, assim, garantimos exclusividade para cada linha interurbana garantida a empresa.

Podemos visualizar ¢ como uma atribuigdo de cores aos vértices do grafo KGyg (isto é, ([1201)).
Utilizamos m cores para tal atribuicdo, mas até agora ndo é necessario que ¢ seja uma coloragdo.
No entanto, a condicdo de logistica imposta pelas empresas ao governador é exatamente que ¢
seja uma colorag&o.

Exigéncia de logistica feita pelas empresas: Exigir duas linhas interurbanas L, L, € ([120})

atribuidas a uma mesma empresa (mesma cor, olhando através de ¢) tenham uma cidade em
comum, significa que L1 N Ly # @ (ou seja, {L1, Ly} é uma aresta de KGyp)).

Em outras palavras, para cada aresta {L1, Ly} € ([120]) de KGjg,2, temos cores (representando
as empresas) diferentes, isto é, ¢(L1) # ¢(Lp). Assim, a condi¢do imposta é que ¢ seja uma
m-coloragao.

Resolvendo o problema do governador: O governador quer economizar com fiscalizagdo
contratando o menor nimero possivel de linhas. Como mostrado aqui, esse problema é o mesmo

de saber qual o menor nimero m de cores para a coloragdo ¢ : ([120}) — [m], o que por definigdo é
o nimero cromdtico do grafo KGjg, denotado por x(KGig2).

Pelo Teorema de Lovasz-Kneser temos que:

x(KGip2) =10—-2-24+2=10—4+2=8.

Assim, o governador precisard contratar ao menos 8 empresas para satisfazer as condicoes.

11
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