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Resumo

Como o titulo sugere, veremos a histéria de como revelei a alguns amigos o perturbador fato de que
estudo Topologia Geral. Embora baseada em acontecimentos verdadeiros, a atual narrativa foi levemente
dramatizada. Os nomes dos sujeitos envolvidos, obviamente, serdo preservados.

1. INTRODUCAO

0 pensionato em que moro em Sdo Carlos, desde 2012, tive a oportunidade de conviver com
vérios estudantes de Exatas ao longo dos anos, principalmente calouros de Engenharia.
Eventualmente, entre partidas de LoL ou reclamagdes sobre cortes de Dedekind em
Célculo!, algum calouro olhava para o canto mais sombrio da sala de estudos, observava uma
criatura solitdria em meio a rabiscos ilegiveis?, e tinha a “feliz” ideia de perguntar a essa pessoa:

O que vocé estuda?

Foram vdrias as vezes que respondi a tal questionamento evasivamente, com coisas como
“Topologia: é tipo geometria, s6 que maledvel como uma borracha e mais abstrato”, ou analogias
piores. Porém, em 2015, dois desses calouros, um da Matematica® e outro da Fisica?, ignoraram o
meu visivel desconforto e insistiram:

Como assim?

O problema em responder esse tipo de coisa ndo estd na minha introversdo intrinseca, mas sim
no cardter abstrato do assunto. Dizer que estudo conjuntos munidos de um certo tipo de estrutura
e fungdes entre esses conjuntos que preservam tais estruturas seria uma resposta razoavel, e
que serviria para quase qualquer drea da Matemdtica, mas ainda assim, inttil: eles sairiam sem
entender, ou pior, perguntariam de novo!

Por isso, tentei elaborar um exemplo suficientemente palpavel para servir como espinha dorsal
da resposta. Neste artigo, apresento tal explicacdo e busco estender as consideragdes topolégicas
um pouco mais a fundo.

*O presente artigo é uma diagonal do texto que preparei para um minicurso que nunca foi apresentado. Agradego as
sugestdes da Pryscilla Silva, da Prof. Marina Andretta e d@s pareceristas :)

1Com razao? Reservo-me ao direito de néo opinar.

2Sou eu.

3N3o foi o Eduardo, a.k.a. o Eduardo.

4Nao foi o Henrique, a.k.a. Astrélogo.


mailto:rmmezabarba@gmail.com
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2. O PrOBLEMA

Considere o intervalo semi-aberto [0,1) da reta real. Imaginando-se munido de uma folha de
papel infinita, é possivel desenhar o gréfico de uma funcéo f:[0,1) — R sem tirar o lapis do papel,
de modo que esse gréfico seja ilimitado? Um esboco da resposta afirmativa se dd na préxima
figura.

0 T x

Figura 1: Um esbogo assintético

Considere entdo o0 mesmo problema, mas em vez de [0,1) tome o intervalo fechado [0, 1].
Convidamos o leitor a imaginar como seria possivel desenhar tal gréfico, mas adiantamos que a
resposta é negativa.

Enquanto alguém tenta provar essa impossibilidade particular, podemos aumentar a dimensio
do problema, trocando [0, 1] por [0,1] x [0,1], “lapis” por “lencol”, e exigindo que o gréfico de
f:[0,1] x [0,1] = R, i.e., 0 lengol, ndo tenha um furo. Se f for positiva, por exemplo, entdo seu
grafico se assemelha (em algum sentido) a este simpatico fantasma cego.

Figura 2: Fantasmas cegos podem ter altura infinita?

Em tal contexto, a pergunta se torna: fantasmas cegos podem ter altura infinita? A resposta
continua negativa, e agora alguém tem duas proposi¢des para demonstrar. Podemos fazer diversas
variagdes desse problema, aumentando cada vez mais as instidncias negativas a serem provadas.
Mas é somente um fato topoldgico o responsavel por todos esses fendmenos: a compacidade, seja 14 o
que isso signifique.

=

3. A TOPOLOGIA, COM “T” MINUSCULO

Na secdo anterior, enunciamos o problema de modo bastante informal. O leitor ja familiarizado
com Caélculo sabe como formalizar a expressdo “desenhar o gréfico de f sem tirar o lapis do
papel”, mas vamos pensar no caso extremo, do leitor que ainda nédo se deparou com tais rigores.
Considere novamente o caso de uma fung¢do f:[0,1] — R. Independentemente de termos o
gréfico global de f, para dizer se o l4pis foi tirado ou ndo do papel precisamos olhar localmente.
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Para saber se o lapis foi tirado do papel, digamos, no ponto p € [0, 1], estudamos o compor-
tamento de f nos arredores de p e f(p), em busca do seguinte fendmeno: se para algum lugar
V préximo de f(p) sempre for possivel achar pontos proximos de p tais que a f os mande para
fora de V, entdo o lapis foi tirado do papel. Em tal situagdo, profissionais dizem que a fungao é
descontinua em p, como na imagem abaixo.

| D X

Figura 3: Esboco de descontinuidade

Assim, dizer que ndo tiramos o lapis do papel em p consiste em negar a situa¢do anterior: ou
seja, para todo lugar V préximo de f(p), hd um lugar U préximo de p tal que f manda os pontos
de U para V. Profissionais se referem a tal fendmeno dizendo que f é continua em p — se f é
continua em todos os pontos de seu dominio, dizemos simplesmente que f é continua.

E claro que precisamos definir o que significa dizer que V é um lugar préximo de p ou, digamos,
vizinhanga de p. Seja qual for o significado disso, a intui¢do é que quanto mais vizinhangas em
comum dois pontos p e g possuam, mais préximos entre si eles estdo: duas pessoas distintas
morando na mesma casa compartilham como vizinhangas comuns a prépria casa, o bairro, a cidade
e assim por diante, mas possivelmente, seus quartos sejam distintos — em tGltimo caso’, pelo menos
0s seus proprios corpos sdo distintos.

Assim, espero que o leitor acredite na razoabilidade das seguintes exigéncias:

e se U e V sdo vizinhangas, entdo a parte comum entre elas também é&;
e unido de vizinhangas é vizinhanga;
e 0 “todo”e 0 “nada” sdo vizinhangas.

Formalmente, dizemos que 7 é uma topologia sobre um conjunto X se 7 for uma familia de
subconjuntos de X satisfazendo as condi¢des acima, ou seja:

esel,VeT,entioUNV eT;
e se U; € T para todo i pertencente a algum conjunto I, entdo U;c; U; € T;
e X, ¢ T.

Sao justamente os elemento de 7 que chamamos de vizinhangas, ou muito comumente, con-
juntos abertos de X (segundo a topologia 7), ao passo que (X,7 ) é um espago topolégico, ou
simplesmente X é um espago topoldgico — quando T é clara pelo contexto. Naturalmente, se
(X, T) é um espaco topoldgico e X' C X, entdo X’ também admite uma topologia, induzida de
(X,T), asaber: T':={X'NA:Ac T}

5A menos de irmaos siameses. Em terminologia topolégica, talvez isso signifique que o espaco das pessoas nao é T;.
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Para o leitor desconfiado desse salto de abstracdo, daremos um

Exemplo. Para X = IR, considere os conjuntos A C R tais que para todo a € A exista r > 0
satisfazendo (a — r,a+r) C A. Entdo, a familia de todos os subconjuntos A C R com tal proprie-
dade constitui uma topologia em X. Em particular, note que @ é aberto (caso contrdrio, existiria
um ponto no vazio atestando o contrério!). Além disso, o subconjunto X’ = [0, 1] admite uma
topologia induzida da topologia de R. Convidamos o leitor a verificar tais afirmagoes.

4. CONTINUIDADE SEM PAPEL

Agora que temos a nogdo de vizinhangas devidamente definidas — sdo os elementos da topologia
—, podemos voltar ao problema anterior e considerar fun¢des continuas honestamente. J4 sabemos
como caracterizar a continuidade de f num ponto p: essencialmente, pegamos uma lupa e
procuramos por “saltos”. Mas nem sempre temos paciéncia para usar uma lupa ou fazer medigdes
tao precisas. Por sorte, tais verificagdes podem ser feitas de um modo um pouco mais displicente e,
por isso mesmo, mais pratico.

Para entendermos isso, seja f:[0,1] — R a sua fung¢do continua (em todos os pontos!) favorita.
Na figura abaixo, podemos ver a minha funcdo continua favorita.

y

X

Figura 4: Minha fungdo continua favorita

Agora, para um conjunto aberto V C IR, vamos observar o subconjunto f~1[V], i.e., a familia
de todos os pontos x do dominio de f tais que f(x) € V. Podemos imaginar que V é um intervalo
aberto, como na figura.

4

fvi X

Figura 5: A pré-imagem de um aberto V pela minha fungio continua favorita
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Agora, para um ponto p € f~![V] qualquer, temos necessariamente f(p) € V, pela prépria
defini¢do da pré-imagem. Como f é continua em todos os pontos de seu dominio, segue que f é
continua em p, e assim existe um conjunto aberto U, C [0,1] tal que f(x) € V para todo x € Up.
Em outras palavras, esse aberto U, estd contido em f~![V], como na préxima imagem.

p X ! Uy X

Figura 6: Na pré-imagem de aberto sempre cabe mais um

Finalmente, como o ponto p € f~![V] foi escolhido arbitrariamente, resulta que todo ponto de
f~1[V] esta contido dentro de um aberto de [0, 1], o qual estd contido dentro do préprio f~[V].
Em outras palavras, f~1[V] é a reunido dos abertos da forma U,,. Daf, como a reunido de conjuntos
abertos é aberta, resulta que o proprio f~1[V] é um aberto de [0, 1].

Por outro lado, se uma fungio g: [0,1] — R for tal que ¢~![V] é um aberto de [0, 1] sempre que
V C R for aberto de R, entdo é claro que g serd continua em todos os pontos de [0, 1]. Convidamos
o leitor a justificar essa dltima afirmacao.

Com um pouco mais de aten¢do, podemos notar que nas argumentagdes acima ndo usamos
quaisquer caracteristicas particulares da reta ou de [0, 1]. De fato, a discussdo acima é vélida para
espagos topolégicos quaisquer e, essencialmente, é a demonstragdo da seguinte

Proposi¢do. Sejam (X, 7) e (Y, V) espagos topoldgicos e f: X — Y uma fun¢do. Entdo f é continua
se, e somente se, f1[V] € T paratodo V € V.

Observacdo. O que acontece se a pré-imagem de um aberto for vazia? Volte duas péginas e releia
a definicdo de topologia!

Exemplo. Note que no esbogo da Figura 3, a pré-imagem de V é um intervalo da forma [p,a) C R,
que ndo é aberto em [0, 1].

y/\

L X

Figura 7: Esboco de descontinuidade, sob o sol
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5. COMPACIDADE

Definamos por fim a tdo esperada compacidade. Sem rodeios: um espaco topolédgico (X, 7T) é
compacto se toda colecdo de abertos que cobre o espago admite uma subcolecéo finita que ainda
cobre o espago, i.e., se uma certa colegdo {U; : i € I} de abertos de X é tal que para todo
x € X existe algum i € I com x € U;, entdo existem iy,...,i, € I para algum n € IN tais que
X=U,U...ul,

Em algum sentido, a compacidade nos dd comportamentos muitas vezes andlogos aos de
conjuntos finitos. Nao é coincidéncia que qualquer topologia 7" sobre um conjunto finito X torne
(X, 7T) um espago compacto. De fato, a propria nogdo de finitude, aparentemente atomica, se
quebra como jungdo de duas propriedades topoldgicas!

Pausa dramadtica para uma histéria sobre finitude

Imagine-se observando um mundo no qual todos os objetos tém cores em variagdes de cinza,
exceto esferas e cubos: todas as esferas tém cor azul e, reciprocamente, qualquer coisa com cor
azul é uma esfera, ao passo que cubos sdo vermelhos, e qualquer coisa vermelha é um cubo. Nao
surpreende, portanto, que os habitantes desse mundo peculiar nunca tenham inventado palavras
distintas para designar os conceito de “esfera”, “azul”, “cubo” e “vermelho”: uma palavra que
represente “esfera” automaticamente traduz o conceito “azul”, por exemplo.

Por ndo se conter em meramente observar, vocé tem a feliz ideia de deixar um presente para
os habitantes: uma esfera vermelha e um cubo azul! Deixamos a cargo do leitor imaginar o caos
filosofico que isso criaria entre os habitantes desse planeta hipotético.

Essa anedota, adaptada de uma conversa que tive com o Prof. Carlos Grossi® em 2015, ajuda
a ilustrar a estranheza natural de alguém ao perceber que a nogdo de finitude funciona como
as esferas azuis citadas acima. De fato, embora a principio a finitude possa parecer um conceito
atdmico, ela se expressa como intersecdo de duas propriedades topolégicas: a compacidade e a
discretude, onde dizemos que um espago topoldgico (X, T') é discreto se para todo ponto x de X
valer que {x} é aberto — profissionais chamam pontos abertos de pontos isolados.

Deixamos entdo para o leitor a tarefa de observar que um conjunto X é finito se, e somente se,
existe uma topologia 7 em X que torna (X, 7") um espaco topolégico compacto e discreto.

De volta ao assunto

A discussdo acima mostra que a compacidade captura parte da esséncia do que significa ser finito.
Dai, como a imagem de um conjunto finito por qualquer funcdo sempre é um conjunto finito, o
leitor ndo deve se surpreender com a préxima

Proposi¢do. Sejam (X,7) e (Y, V) espagos topoldgicos. Se f: X — Y é continua, sobrejetora e
(X,T) é compacto, entdo (Y,V) é compacto.

Demonstragio. Precisamos tomar uma cobertura por abertos de Y e obter uma subcobertura finita.
Fazemos isso em quatro passos.

1. Tomamos {V; : i € I} uma cobertura de abertos de Y.

2. Usamos o fato da fungao ser continua para induzir uma cobertura por abertos em X: como
f é continua e V; é um aberto de Y para todo i, segue que f~![V;] é um aberto de X e, por
isso, {f~1[V;] : i € I} é uma colegao de abertos de X, e é facil ver que tal colecdo cobre X.

Um provéavel eco dos materiais presentes em [Yuan] e [Smullyan].
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3. Por (X, T') ser compacto, existem iy, ..., i, € I tais que X = f [V, JU...Uf 1V, ].

4. Finalmente, note que Y = V;  U... UV, : dado y € Y, a sobrejetividade de f nos da x € X
- . . -1 .
com f(x) =y, donde segue que existe j € {0,...,n} talquex € f'[V; |, edaiy € V;. o

A proposicdo acima ¢ a justificativa absoluta para ndo podermos tragar os graficos propostos
na secao anterior.

Por um lado, os dominios la considerados, [0,1] e [0,1] x [0, 1], sdo espagos compactos quando
vistos com suas topologias naturais induzidas de R e R?, respectivamente’. Logo, suas imagens
por fungdes continuas, i.e., aquelas cujo 14pis ndo foi tirado do papel ou cujo lengol néo foi furado,
sdo necessariamente compactas em R.

Por outro lado, temos o seguinte

Lema. Se K C R é compacto com a topologia induzida de IR, entdo K é limitado.

Demonstragio. Os intervalos abertos da forma (—n,n), para n € IN, formam uma cobertura de
abertos para R e, por conseguinte, para K. A compacidade de K entdo implica que existe n € IN
com K C (—n,n). .

6. TororLocGia, com “T” MATUSCULO

Assim, respondendo a pergunta inicial, eu estudo Topologia, a 4rea da Matematica Pura interessada
na andlise das propriedades de espacos topolégicos e como estas se comportam sob a agdo de
fungdes continuas, entre outras coisas.

Tais propriedades surgem naturalmente em diversos problemas corriqueiros e tteis do dia-a-
dia, como tragar graficos de funcdes ou idealizar fantasmas cegos. Mas ela também estd presente
em situagdes menos interessantes, como nogdes de convergéncia em Anadlise, assombrando ideais
primos em Algebra, ou ao até quando queremos escolher meias.

Em suma, o zoom out dado pela Topologia (e pela Matemética Pura, de modo geral) permite,
muitas vezes, limpar os problemas de informagdes desnecessarias, tornando a busca por respostas
mais precisa. Em outras palavras, a (aparente?) obsessao por generalidade dos mateméticos ndo
se traduz necessariamente na maxima “matar uma formiga com um canhdo”, mas talvez ela se
assemelhe a algo mais elegante, como “usar laser em vez de um serrote”.
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