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Resumo

Neste trabalho apresentamos algumas nogoes acerca das estruturas matemdticas. Mostraremos a
generalidade e a naturalidade destas através de vdrios exemplos. Em particular, estudaremos a ideia
matemdtica de grupo a fim de termos alguns exemplos palpdveis e de compreendermos algumas das ideias
de Jean Piaget sobre as cognicdes humanas. Depois disso, vamos aumentar nosso campo de visdo mostrando
estruturas cada vez mais gerais. Nossa meta, ao final, é a compreensio das categorias matemdticas. Nesta
parte mostraremos também como as estruturas explicadas anteriormente podem ser escritas a partir de
outras mais gerais.

1. INTRODUCAO

Ascido a 9 de agosto de 1896 na cidade de Neuchatel, Suica, e falecido a 16 de setembro

de 1980 em Genebra, também Suica, Jean William Fritz Piaget foi um doutor em Biologia

pela Universidade de Neuchatel que forneceu vdrias contribuicoes para as areas de Educacdo,
Epistemologia e Psicologia.

Figura 1.1: Jean William Fritz Piaget (1896 - 1980).
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Devido a extensdo e a qualidade de sua obra, Jean Piaget foi chamado por muitos de Einstein da
Psicologia. Para se ter uma ideia, Piaget publicou mais de setenta livros. Alguns titulos por ele
publicados sdo: A Linguagem e o Pensamento da Crianga (1923), O Juizo Moral na Crianga (1932) e Seis
Estudos de Psicologia (1964).

Figura 1.2: Seis Estudos de Psicologia (1964).

Ele mesclou as édreas de Epistemologia e de Psicologia produzindo um novo campo de estudo:
a Epistemologia Genética. A palavra genética nesta expressdo deve ser entendida como sindénimo
de génese, isto é, origem. Portanto, Epistemologia Genética é a ciéncia que estuda a origem do
conhecimento no humano. Assim sendo, a pergunta fundamental para Jean Piaget consistiu em
um problema epistemolégico-psicolégico: em um individuo, como se dd a passagem de um estado
do conhecimento para um estado de conhecimento superior? Em outras palavras, como os individuos
constroem o conhecimento?

Por outro lado, apesar do que muitos acreditam, Jean Piaget ndo foi um estudioso da Educagéo.
Na verdade, ele explicou que seus trabalhos poderiam ajudar os pedagogos a entenderem os
processos cognitivos dos jovens e, desta forma, aqueles poderiam pensar a Educagédo a partir de
um outro ponto de vista.

Uma vez que as criangas sdo as que mais evidentemente constroem conhecimento, o suico em
questdo dedicou-se a estudé-las a fim de responder sua pergunta de pesquisa explicada anterior-
mente. A teoria mais comumente conhecida deste autor é a Teoria dos Estdgios do Desenvolvimento
que se encontra resumida em seu livro Seis Estudos de Psicologia (1964). Esta teoria diz que existem
trés etapas principais pelas quais os seres humanos passam em seu desenvolvimento cognitivo: o
Estdgio Sensor-Motor, préprio das criangas entre zero e dois anos; o Estdgio Pré-operatério, proprio
das criangas entre dois e sete anos; e o Estdgio Operatdrio, proprio das criangas entre sete e doze
anos. Ainda, Piaget faz uma distin¢do entre duas fases desta tltima etapa: o Estdgio Operatério
Concreto e o Estdgio Operatdrio Formal. Tais etapas sdo caracterizadas por rela¢des afetivas, sociais e
com o mundo bastante préprias.
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Obviamente, um tema correlato aos estdgios do desenvolvimento é a transicio de um destes
para outro consecutivo. Nesta discussdo Piaget tentou identificar processos que estivessem
ao alcance de uma fase do desenvolvimento mas que ndo estivessem ao alcance da fase do
desenvolvimento estritamente anterior. Por exemplo, ele nos diz que o pensamento infantil s6 se
torna um pensamento légico através da organizacdo de sistemas de operagdes, que obedecem as
leis de conjuntos comuns. Estas leis sdo:

e duas operagdes de um conjunto podem ser compostas entre si resultando em uma operagéo
do mesmo conjunto;

e toda operacdo pode ser invertida;
e a operacdo direta e sua inversa ddo uma operagdo nula ou idéntica, quando operadas;

e as operagdes podem ser associadas entre si de todas as maneiras.

Neste momento, o autor nos diz que esta estrutura das operagdes cognitivas é aquela que os
matemdticos chamam de grupos. Vamos agora deixar esta reflexdo um pouco de lado com a
intencdo de melhor entendé-la depois. Respondamos primeiro a pergunta natural que emerge
daqui: o que o termo grupo significa para os matematicos? Depois disso, além de voltarmos a
discussdo iniciada aqui, veremos outras estruturas matematicas que ajudam a esclarecer as ideias
de Piaget.

2. MATEMATICOS E OS GRUPOS

Nesta se¢cdo vamos seguir o gancho que demos na Introdugédo e entender o que um matematico
compreende pelo termo grupo. Para isso, vamos comegar nossa discussdo com um exemplo
bastante visual e representativo. Seja T o tridngulo equildtero com baricentro P e com vértices A,
B e C esquematizado na Figura Em geral, o baricentro de um tridngulo é o ponto de encontro
de suas trés medianas que, por sua vez, sdo as retas que passam pelos vértices e pelos pontos
médios dos lados opostos a estes.

Figura 2.1

Uma simetria, a grosso modo, consiste em uma regra de disposi¢do de duas figuras idénticas
que se correspondem ponto a ponto. Basicamente, uma simetria é a movimentagdo de um objeto
cujas formas sdo preservadas. Existem trés tipos de simetrias planas: as reflexdes, as rotagoes e as
translagoes.
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No caso de um tridngulo equildtero, dois tipos de simetrias sdo mais interessantes para serem
avaliados. Estes sdo: as reflexdes sobre as medianas relativas a cada lado do tridngulo, e as
rotacdes em torno do baricentro por 0° (0 radiano), 120° (%” radianos) e 240° %” radianos). Com
o propésito de melhor entendermos a agdo e a importancia destas simetrias em um tridngulo
equilatero, vamos a seguir detalhar e esquematizar cada uma delas para o tridngulo equiladtero T
cujos vértices estdo demarcados pelas letras A, B e C. Entdo:

e Denotamos por r( a rotagdo em torno do baricentro por 0 radiano. Vide Figura Esta

rotagdo deixa todos os vértices imoveis. Isto é, os vértices A, B e C permanecem em seus
lugares de origem.

A A

Figura 2.2

e Denotamos por r 7 a rotagdo em torno do baricentro por 27” radianos. Vide Figura Esta
rotagdo altera, em sentido anti-horério, o nome de cada vértice pelo nome de seu vértice
consecutivo. Isto é, o vértice A passa a ser o vértice C, o vértice B passa a ser o vértice A, e o
vértice C passa a ser o vértice B.

A C

Figura 2.3

e Denotamos por r 4z a rotagdo em torno do baricentro por 47" radianos. Vide Figura Esta
rotagdo altera, em sentido anti-horério, o nome de cada vértice pelo nome de seu vértice ndo
consecutivo. Isto é, o vértice A passa a ser o vértice B, o vértice B passa a ser o vértice C, e o
vértice C passa a ser o vértice A.
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Figura 2.4

e Denotamos por rg a reflexdo sobre a mediana relativa ao vértice superior. Vide Figura
Esta reflexdo fixa o vértice superior e troca os nomes dos outros dois vértices inferiores. Isto
é, o vértice A continua sendo o vértice A, o vértice B passa a ser o vértice C, e o vértice C
passa a ser o vértice B.

Figura 2.5

e Denotamos por rg a reflexdo sobre a mediana relativa ao vértice inferior a esquerda. Vide
Figura Esta reflexdo fixa o vértice inferior a esquerda e troca os nomes dos outros dois
vértices. Isto é, o vértice B continua sendo o vértice B, o vértice A passa a ser o vértice C, e 0
vértice C passa a ser o vértice A.

A C

Figura 2.6
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e Denotamos por rp a reflexdo sobre a mediana relativa ao vértice inferior a direita. Vide
Figura Esta reflexdo fixa o vértice inferior a direita e troca os nomes dos outros dois
vértices. Isto é, o vértice C continua sendo o vértice C, o vértice A passa a ser o vértice B, e o
vértice B passa a ser o vértice A.

A B

Figura 2.7

Seja D a colegdo dessas simetrias do triangulo equildtero T. Ou seja:

D:= {1’0,1’2771,74771,75,1’5,7‘[)} .

Podemos definir uma operagédo * entre duas simetrias quaisquer &, 8 € D da seguinte maneira:
« * B age sobre o tridngulo equildtero T aplicando a simetria 8 e, em seguida, aplicando a simetria

« no tridngulo resultante BT. Tenhamos como exemplos as duas operagdes possiveis entre as
reflexdes rs e rp. Entdo:

e A operagdo rg x rp age no tridngulo equilatero T aplicando a simetria p e, em seguida,
aplicando a simetria rg no tridngulo resultante rpT. Vide Figura A primeira aplicagdo
deixa o vértice inferior a direita C estatico, renomeia o vértice superior A chamando-o B, e
renomeia o vértice inferior a esquerda B chamando-o A. Depois disso, a segunda aplicagdo
deixa o vértice superior B estatico, renomeia o vértice inferior a esquerda A chamando-o C,
e renomeia o vértice inferior a direta C chamando-o A.

Figura 2.8
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e A operagdo rp * rg age no tridngulo equildtero T aplicando a simetria rg e, em seguida,
aplicando a simetria rp no tridngulo resultante rgT. Vide Figura A primeira aplica¢do
deixa o vértice superior A estatico, renomeia o vértice inferior a esquerda B chamando-o C,
e renomeia o vértice inferior a direita C chamando-o B. Depois disso, a segunda aplicagdo
deixa o vértice inferior a direita B estdtico, renomeia o vértice superior A chamando-o C, e
renomeia o vértice inferior a esquerda C chamando-o A.

Figura 2.9

Observamos que a operagdo rg * rp coincide exatamente com a rotagdo r%n a0 passo que a
operagdo rp * rg coincide exatamente com a rotacgdo r 2 Isto jd nos mostra que & * B ndo coincide
com f * « para todas simetrias «, § € ID. Além disso, a partir destes exemplos, surge naturalmente
a seguinte pergunta: para quaisquer duas simetrias o, B € D necessariamente o x § € ID? A resposta
para esta questdo é sim! Para demonstrarmos este fato, ou seja, para assegurarmos a veracidade
desta afirmacao, basta olharmos para a Tabela 2.1/ que contém todas as possiveis operagdes entre
as simetrias do tridngulo equildtero em questdo.

* 140 rzTn- Tam rs TE D
3

70 1o 7’277[ Van rs re rp
3

ra2m Yon Van o D rs YE

3 3 3

Tag | Tax | To | T2z | TE | D | TS
3 3 3

rs rs TE D 70 r%n Tan

3

TE rE D rs 7’4771 o TzTn

D D rs re 7’2?71 1’4%[ ro

Tabela 2.1: Tabela das operagdes entre as simetrias do tridngulo equildtero T. Esta tabela foi construida operando-se a

esquerda cada elemento da primeira coluna com cada elemento da primeira linha, sequindo a disposicio
intuitiva nela indicada.
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As operagdes entre as simetrias aqui consideradas ainda gozam de outras propriedades muito
interessantes. Tais propriedades sdo as seguintes:

o (Associatividade). Para quaisquer trés simetrias do tridngulo equildtero em questdo o, B,y €
D vale:

(axp)xy=ax(px7).
Deixamos esta demonstracdo para o amigo leitor. A fim de facilitar as contas, recomendamos
que se faga uso da tabela acima mencionada.

o (Existéncia de simetria neutra). Para toda simetria do tridngulo equildatero em questao
« € DD vale:
QT =Tro*N = Q.

Dizemos que rg é a simetria neutra de ID. Este fato é muito simples de ser demonstrado
analisando a segunda linha e a segunda coluna da Tabela

o (Existéncia de simetria inversa). Para todo & € DD existe B € D de modo que:

axf=PB*xa=r.

Dizemos que B é a simetria inversa de a e a denotamos por a . A Tabela [2.2/abaixo mostra
explicitamente a simetria inversa de cada simetria de ID.

Simetria | Simetria inversa

To o
Ta2r Van

3 3
Tar Yo

3 3

rs rs
TE TE
D D

Tabela 2.2: Tabela das simetrias inversas das simetrias do tridingulo equildtero T.

Antes de continuarmos vamos recordar algumas nogoes acerca de fungdes que serdo usadas
mais a frente neste texto. Lembramos que uma fungdo é uma regra entre duas cole¢des de
objetos tal que a cada elemento da primeira se associa um tnico elemento da segunda. Em
geral, escrevemos f : X — Y, x — f(x), para dizermos que f é uma fun¢do de X a Y que
associa a cada elemento x € X o elemento y := f(x) € Y. Nesta situacdo, dizemos que X
é o dominio e que Y é o contradominio da funcdo f, respectivamente. Ademais, a subcolegdo
f(X):={y € Y :existex € Xtalquey = f(x)} de Y é dita a imagem de X pela fungdo f.
Dizemos que a funcédo f é bijetora se quaisquer dois elementos de X sdo levados por ela em
elementos distintos de Y e se f(X) =Y.
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Vamos agora usar a linguagem de funcdes para entender melhor a operacdo * entre as simetrias
do tridngulo equildtero considerado. Enfaticamente, uma vez que a operacéo entre duas quaisquer
simetrias pertencentes a ID gera outra simetria pertencente a ID, fica bem definida a Fungdo
Operagio:

x:DxD — D,
(0, ) — axp.

Sem mais delongas, podemos entdo dizer que a tripla (ID, g, *) é um grupo para os matematicos.
Usualmente este grupo é chamado de grupo de simetrias do tridingulo equilatero. Isso porque,
em geral:

Definigdo 2.1 (Grupo). Sejam G um conjunto ndo vazio e:
x:GxG — G,
(a,b) — axb
uma fungdo que goza das seguintes propriedades:

e (Associatividade). Para cada trés elementos a,b,c € G vale (axb) xc = ax* (bx*c);

o (Existéncia de elemento neutro). Existe um (iinico) elemento e € G de modo que para todo
elementoa € Gvaleaxe=¢xa=a;

e (Existéncia de elemento inverso). Para todo elemento a € G, existe um (iinico) g~! € G de
modo queg*xg ' =g lxg=e.

Nesta situagdo dizemos que a tripla (G, ¢, *) é um grupo para os matematicos. ¢

Facamos agora um pequeno desvio a fim de falarmos de uma outra ideia de Jean Piaget.
Conforme dissemos na Introducéo, Piaget dividiu o Estdgio Operatério em dois subestagios: o
Estagio Operatério Concreto e o Estdgio Operatério Formal. O autor nos diz que um individuo
que se encontra no Estdgio Operatério Concreto tem como caracteristica o reconhecimento da
validade de silogismos concretos mas ndo da validade de silogismos abstratos. A compreensdo destes
é o que caracteriza um individuo no Estagio Operatério Formal. Muito complicado isso? Sem
dutvida! Vamos explicar entdo.

Um silogismo é um raciocinio dedutivo estruturado a partir de duas hipéteses, das quais se
obtém uma conclusio. Portanto, um silogismo é composto por trés proposi¢des. Como exemplos:
(i) Hipdtese 1: (Todos os planetas sdo redondos). Hipdtese 2: (A Terra é um planeta). Conclusdo: (A
Terra é redonda); e (ii) Hipdtese 1: (Todos os planetas sdo quadrados). Hipdtese 2: (A Terra é um
planeta). Conclusdo: (A Terra é quadrada). Um silogismo concreto é entdo um silogismo no qual a
conclusdo tem respaldo na realidade, como no primeiro exemplo. Ja um silogismo formal é aquele
cuja conclusao é distinta da realidade, como no segundo exemplo. Assim sendo, segundo Jean
Piaget, o Estagio Operatério Concreto é caracterizado pela capacidade cognitiva de se entender
uma estrutura légica desde que ela tenha verossimilhanca com a realidade, ao passo que o Estagio
Operatério Formal caracteriza-se pela capacidade cognitiva de entender uma estrutura légica
abstrata independente da realidade.
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Por que comentamos isso tudo? Ora, vejamos uma justificativa a luz do que fizemos até

agora. Segundo esta proposta, inferimos que um individuo no Estdgio Operatério Concreto tem

capacidade cognitiva para entender o grupo de simetrias do tridngulo equildtero, mas ndo a nogao

geral de grupo. Isto porque a primeira delas lida com objetos que sdo visuais e sensiveis, e a nogao

abstrata de grupo lida com objetos e com propriedades formais decorrentes da logica. Da mesma

forma, inferimos que um individuo no Estdgio Operatério Concreto tem capacidade cognitiva

para entender a Fung¢do Operagdo do grupo de simetrias do tridngulo equildtero, mas ndo a nogdo

de func¢do em sua generalidade.

Exemplo 2.2 (Grupos e ndo grupos). Vejamos alguns exemplos que podem nos ajudar a manter

as ideias claras.

e Atripla (Z,0,+) é um grupo. Aqui Z é o conjunto dos nimeros inteiros, 0 é o ntimero zero
e + é a funcdo que associa a cada par de ndmeros inteiros sua soma.

e A tripla (N, 0, +) nio é um grupo. Aqui N é o conjunto dos niimeros naturais, 0 também é
o numero zero e + é a fungdo que associa a cada par de niimeros naturais sua soma. Esta
tripla ndo é um grupo porque a funcdo + nao verifica a existéncia de elemento inverso. De fato,

por exemplo, ndo existe nimero natural que somado com 1 produza 0.

A tripla (Q*,1,-) é um grupo. Aqui Q* é o conjunto dos ntimeros racionais sem o zero, 1 é o
ntmero um e - é a fun¢do que associa a cada par de ntiimeros racionais seu produto.

A tripla (R, 1,-) ndo é um grupo. Aqui R é o conjunto dos ntimeros reais, 1 é o niimero
um e - é a fungdo que associa a cada par de nimeros reais seu produto. Esta tripla ndo é
um grupo porque a funcao - ndo verifica a existéncia de elemento inverso. De fato, ndo existe
ntmero real que multiplicado por 0 produza 1.

Uma permutagio de trés elementos do conjunto {1,2,3} é uma fungao bijetora desta cole¢do a
si mesma. Existem seis possiveis permutagdes de trés elementos. Com o intuito de melhor

entendermos cada uma destas permutagdes, vamos a seguir detalha-las e esquematizé-las.
Entéo:

- Denotemos a primeira de nossas permutagdes por (1)(2)(3). Esta permutacao é aquela
que envia 1 em 1, 2 em 2 e 3 em 3. Vide Figura Mais formalmente, (1)(2)(3) :
{1,2,3} - {1,2,3}, 1+ 1,2+ 2,3 — 3.

Figura 2.10

10
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- Denotemos a segunda de nossas permutacdes por (123). Esta permutacio é aquela que
envia 1 em 2,2 em 3 e 3 em 1. Vide Figura Mais formalmente, (123) : {1,2,3} —
{1,2,3},1—2,2—3,3— 1.

Figura 2.11

— Denotemos a terceira de nossas permutagdes por (132). Esta permutacio é aquela que
envia 1 em 3,2 em 1 e 3 em 2. Vide Figura Mais formalmente, (132) : {1,2,3} —
{1,2,3},1—=3,2—1,3— 2.

KSR/

Figura 2.12

- Denotemos a quarta de nossas permutagdes por (1)(23). Esta permutagdo é aquela
que envia 1 em 1, 2 em 3 e 3 em 2. Vide Figura Mais formalmente, (1)(23) :
{1,2,3} - {1,2,3}, 1+ 1,2+ 3,3~ 2.

N/

Figura 2.13

- Denotemos a quinta de nossas permutagdes por (2)(13). Esta permutagdo é aquela
que envia 1 em 3,2 em 2 e 3 em 1. Vide Figura Mais formalmente, (2)(13) :
(1,2,3) — {1,2,3},1—3,2+52,3 > 1.

11
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()

1 2 3

Figura 2.14

- Denotemos a sexta e dltima de nossas permutacgdes por (3)(12). Esta permutagdo
é aquela que envia 1 em 2, 2 em 1 e 3 em 3. Vide Figura Mais formalmente,
(3)(12) : {1,2,3} = {1,2,3}, 12,2+ 1,3+ 3.

Figura 2.15

Seja S a colegdo das permutagdes de trés elementos do conjunto {1,2,3}. Isto é:

5:={(1)(2)(3), (123), (132), (1)(23),(2)(13), (3)(12)}.

Podemos definir a operagdo o : S xS — S, (a,f) — aop. Aquiaof:{1,2,3} — {1,2,3},
x — a(B(x)). Temos que a tripla (S, (1)(2)(3), o) é também um grupo para os matemdticos.
Este grupo é usualmente chamado de grupo de permutacdes de trés elementos. Veremos
adiante que este grupo é muito semelhante ao grupo de rota¢des do tridingulo equiladtero. Na
verdade, em certo sentido, o grupo de permutag¢des de trés elementos e o grupo de rotagdes
do triangulo equildtero sdo o mesmo. ¢

Voltemos agora a nossa discussdo acerca dos grupos. Vamos falar de que maneira estes
conversam entre si. Um grupo consiste, basicamente, em um conjunto equipado com uma
fungdo especial que chamamos de operagdo. Como jd comentamos anteriormente, os conjuntos se
relacionam através de fung¢des. Desta forma, devemos esperar que os grupos também se relacionem
através de fungdes. E é isto o que ocorre! Entretanto, nem todas as fungdes sdo aceitdveis para
cumprirem este papel. Isto porque precisamos que as operagdes dos grupos sejam preservadas
por elas. As fungdes que tém esta propriedade sdo usualmente chamadas de homomorfismos. Mais
formalmente:

12
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Defini¢do 2.3 (Homomorfismo de grupos). Sejam (G, eg,*¢) e (H,eq, *p) dois grupos. Uma
funcdo ¢ : G — H tal que:

p(axgb) = @(a) xg @(b) paratodosa,be G

¢ um homomorfismo entre os grupos considerados. Nesta situagdo, temos que ¢(eg) = ey e que
@(a~!) = ¢(a)~! para todo a € G. N

Exemplo 2.4 (Homomorfismo identidade). Seja (G, e, *) um grupo qualquer. A funcdo identidade
idg : G — G, g — g, ¢ um homomorfismo do grupo (G, e, *) em si mesmo. De fato, idg(a*b) =
axb=idg(a)*idg(b) para todos a,b € G. Ademais:

e idg(e) =¢;

e idg(a~!)=a"1=idg(a)~! paratodoa € G. ¢

Vamos agora a uma nog¢do mais refinada: os isomorfismos de grupos. Esclarecemos que a
palavra isomorfismo deriva do termo isomorfo cuja etimologia, por sua vez, nos remete a ideia de
mesma forma. Portanto, um isomorfismo é algo que garante que dois objetos tenham a mesma
forma. Em nosso contexto, um isomorfismo de grupos é uma fungdo que preserva as operagdes
dos grupos e que assegura que os conjuntos subjacentes destes tenham a mesma quantidade de
elementos. Ou seja:

Defini¢do 2.5 (Isomorfismo de grupos). Dizemos que um homomorfismo de grupos bijetor é um
isomorfismo de grupos. Os grupos em questdo, nesta situagdo, sdo ditos isomorfos. ¢

Exemplo 2.6 (Isomorfismo identidade). O homomorfismo do Exemplo [2.4|é evidentemente bijetor.
Portanto, temos aqui um isomorfismo de grupos. Chamamos este de isomorfismo identidade.
Em particular, este exemplo nos diz que todo grupo é isomorfo a si mesmo. ¢

Deixamos também como exercicio para o leitor mostrar que o grupo de simetrias do tridngulo
equilétero e o grupo de permutagdes de trés elementos sdo isomorfos. Ou seja, deixamos para o
leitor o trabalho de definir um isomorfismo entre estes dois grupos. E neste sentido que dissemos
antes que estes grupos sdo o mesmo. Isto é, o grupo de simetrias do tridngulo equildtero e o
grupo de permutagdes de trés elementos sdo o mesmo a menos de isomorfismo. Repare que, neste
caso, os elementos componentes dos grupos em questdo sdo intrinsecamente distintos. Isto porque
temos rotagdes de um tridngulo equilatero por um lado e, por outro, fung¢des bijetoras de um
conjunto de trés elementos em si mesmo.

Em geral, um isomorfismo de grupos se comporta como um par de 6culos que podemos por
e que nos faz deixar de ver todas as qualidades particulares dos grupos considerados. Todavia,
este par de 6culos tem como condicdo sine qua non para seu funcionamento a garantia de que
a quantidade de elementos e a forma como operamos tais elementos sejam necessariamente as

mesmas.
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3. ESTRUTURAS MAIS GERAIS

Nesta secdo vamos tratar sobre algumas estruturas matematicas gerais que, em particular,
contemplam a estrutura matemética de grupo discutida em detalhes até aqui. Além disso, vamos
interpretar os outros estdgios do desenvolvimento propostos por Jean Piaget dentro deste novo
contexto. Também, vale ressaltar que, por simplicidade, em alguns momentos, vamos denotar os
grupos nesta secdo somente por seus conjuntos subjacentes, subentendo seus elementos neutros e
suas operagoes.

Iniciamos esta parte do trabalho considerando um dos exemplos que apresentamos anterior-
mente: (IN,0,+). Por que esta tripla ndo é um grupo? A justificativa é a simples: porque ela ndo
verifica a propriedade da existéncia de elemento inverso. De fato, ndo existe niimero natural que
somado com 1 resulte em 0. Entretanto, continua valendo para ela a propriedade da associatividade
da operagiio e, também, a propriedade da existéncia de elemento neutro. Ou seja, apesar de a tripla
em questdo ndo possuir uma estrutura de grupo, ainda hd alguma estrutura nela. De fato, esta
estrutra especial é a seguinte:

Defini¢ao 3.1 (Mondide). Sejam M um conjunto ndo vazio e:
*x:MxM — M,
(a,b) — axb
uma fungdo que goza das seguintes propriedades:
e (Associatividade). Para cada trés elementos a,b,c € M vale (axb)xc =ax* (bxc);

o (Existéncia de elemento neutro). Existe um (iinico) elemento e € M de modo que para todo
elementoa € M valeaxe =ex*xa = a;

Nesta situagdo dizemos que a tripla (M, ¢, *) é um mondide. ¢

Seja (IN*, +) a dupla obtida a partir do monéide acima removendo-se o elemento neutro e
fazendo a devida restri¢do na operacdo do mesmo. Agora, além de esta dupla ndo verificar a
propriedade da existéncia de elemento inverso, ela ndo verifica a propriedade da existéncia de elemento

neutro. Contudo, a dupla (IN*, +) continua verificando a propriedade da associatividade da operagio.
Ou seja, ainda hd alguma estrutura familiar aqui. Em geral, esta estrutura especial é denominada

por:
Defini¢ao 3.2 (Semigrupo). Sejam S um conjunto ndo vazio e:

x:S5xS — 5,
(a,b) — axb
uma fungdo que goza da seguintes propriedade:
e (Associatividade). Para cada trés elementos a,b,c € S vale (axb) xc = a* (bxc).

Nesta situacgdo dizemos que a dupla (S, *) é um semigrupo. ¢
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Vamos a outra rapida digressdo sobre as ideias de Jean Piaget. Este estudioso entendeu a
passagem do Estdgio Pré-operatério para o Estdgio Operatério através do ganho da capacidade
cognitiva de entender a reversibilidade das operagdes. Entretanto, concomitantemente com a
reversibilidade, Piaget disse que surgiria a nogdo de operagdo neutra. Ou seja, o individuo que se
encontra no Estdgio Pré-operatério deixa de organizar as opera¢des como um semigrupo e, ao
atingir o Estdgio Operatério, as organiza como um grupo. Desta forma, o Homem ndo passa pela
estrutura de monéide em seu desenvolvimento cognitivo.

Até aqui retiramos propriedades da nocdo de grupo para definir os mondides e, posteriormente,
0s semigrupos. Vamos entdo definir uma nogéo especial que nos permite caminhar no sentido
contrario:

Definicado 3.3 (Operacdo bindria associativa). Seja G um conjunto ndo vazio. Dizemos que uma
fungdo * : G x G — G, (a,b) — a*b, é uma operagio bindria em G. Além disso, se valer a igualdade
(axb)xc=ax(bxc) para todos a,b,c € G, dizemos entdo que * é uma operacio bindria associativa
em G. ¢

Portanto, usaremos agora a nogdo de operagdo bindria associativa acima para definir os mondides
e, posteriormente, os grupos, a partir da estrutura de semigrupo. Ou seja, de modo mais formal,
temos que:

Definic¢ao 3.4 (Semigrupo, mondide e grupo). Um semigrupo é um conjunto nido vazio equipado
com uma operagdo bindria associativa. Chamamos de monéide a um semigrupo (G, *) que
contém um elemento identidade ¢ € G que verifica a igualdade a xe = e*a = a para todo a € G.
Um mondide (G, e, x) tal que existe um (iinico) inverso a~! € G de modo que axa ! =a lxa=e
para todo a € G, é chamado de grupo. Se valer a igualdade g+xh = h * g para todos g, h € G, a

estrutura em questdo é abeliana. ¢

Jean Piaget foi um dos pioneiros a reconhecer que havia inteligéncia nas criangas entre zero e
dois anos. Na verdade, Piaget nos mostrou que as formas como as criangas no Estdgio Sensor-
motor organizam suas rela¢des com o mundo sdo bastante diversas. Isto porque elas sdo capazes
de estruturar algumas operacdes mas ndo outras. Assim sendo, tais individuos gozam de blocos
cognitivos que ndo se interrelacionam por completo. Uma estrutura matemdtica que permite
analogia com esta disposi¢do cognitiva, em nossa opinido, é a que chamamos de categoria. Esta
estrutura ¢ a seguinte:

Definicao 3.5 (Categoria). Uma categoria 4 é composta pelas seguintes pegas:
e uma classe de objetos Ob(¢);

e para cada dois objetos A, B € Ob(¢’), um conjunto Homy (A, B). Os elementos destes sdo
ditos morfismos de €;
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e para cada trés objetos A, B, C € Ob(%’), uma lei de composicao:
o: Homg(A, B) x Homg (B, C) — Homg(A, C),
(f,8) = gof.
Ainda, estas pegas devem verificar as seguintes propriedades:

e se os pares (A, B), (C,D) € Ob(¢) x Ob(%) ndo sdo iguais, entdo os conjuntos de morfismos
Hom (A, B) e Homg(C, D) devem ser disjuntos;

e para todos A, B, C, D € Ob(%¢) e para todos f € Homy(A, B), § € Homy(B,C) e h €
Homy(C, D), devemos ter ho (go f) = (hog)o f;

e para cada A € Ob(%) deve existir um (tinico) morfismo id4 € Homy (A, A) de sorte que
foidy = fequeidyog =g, para todos B, C € Ob(%) e para todos f € Homy(A, B) e
g € Homg(C, A). ¢

Exemplo 3.6 (Categoria dos grupos). Vejamos o exemplo da categoria dos grupos a fim de
mantermos as ideias claras. A categoria dos grupos ¢ é formada pelas seguintes pegas:

e Ob(¥) é a classe dos grupos;

e para cada dois grupos A, B € Ob(¥), o conjunto Homg (A, B) é a colegdo dos homomorfis-
mos de A a B;

e para cada trés grupos A, B, C € Ob(¥), a lei de composicdo é a que associa a cada (f,g) €
Homg (A, B) x Homg (B, C) o homomorfismo de grupos (go f) € Homg(A, C) tal que

(gof)(x):=g(f(x)) para todo x € A.

Deixamos para o leitor verificar que estas pecas obedecem as condigdes expostas na defini¢do de
categoria. ¢

Vejamos no Exemplo como os mondides podem ser escritos a partir da linguagem das
categorias matematicas. Antes disso, porém, vamos fixar uma nomenclatura a respeito das
categorias:

Definicado 3.7 (Categoria unitdria). Dizemos que uma categoria é unitdria se sua colegdo de objetos
contiver um tinico elemento. ¢

Exemplo 3.8 (Monoides e categorias unitdrias). Uma categoria unitdria é sempre um mondide. De
fato, o tinico conjunto de morfismos possui um tnico morfismo identidade. Além disso, a lei de
composicdo neste conjunto de morfismos define uma operagédo bindria associativa. Reciprocamente,
todo mondide é uma categoria unitaria. Enfaticamente, temos uma categoria unitaria a partir de
um mondide considerando seu tinico objeto como sendo o conjunto de elementos do mondide,
seus morfismos como sendo os elementos do monéide e a lei de composicdo destes como sendo a
operacdo do mondide. Isto mostra que ha uma equivaléncia estrutural entre as categorias unitarias
e 0s mondides. ¢
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Em geral, as categorias admitem muitas no¢des de isomorfismo. Aqui vamos ver a seguir a
nogdo de isomorfismo entre objetos. Mais adiante, veremos quais as semelhagas que existem entre
esta defini¢cdo na categoria dos grupos e a definicdo de isomorfismo de grupos explicada no fim
da secdo anterior.

Defini¢ao 3.9 (Isomorfismo em uma categoria). Sejam ¢ uma categoria e f € Homy(A,B),
com A,B € ¥. Dizemos que f é um isomorfismo entre A e B se existe um (#inico) morfismo
f~! € Homy(B, A), chamado inverso de f, tal que f ! o f = id4 e que fo f~! = idp. Neste caso,
dizemos que os objetos A e B sdo isomorfos. ¢

Podemos escrever os grupos a partir das categorias matematicas da mesma forma que fizemos
no Exemplo Para isso, entretanto, é fundamental termos em mente a nocdo de isomorfismo
acima. Deixamos para o competente leitor cuidar dos detalhes desta possibilidade. Contudo,
vamos esclarecer os isomorfismos na categoria dos grupos com o teorema a seguir. Este nos diz
que a nogdo de isomorfismo de grupos é exatamente a mesma que a nogdo de isomorfismo de
objetos na categoria dos grupos.

Teorema 3.10. Um morfismo na categoria dos grupos é um isomorfismo se, e somente se, este morfismo é
um isomorfismo de grupos.

Demonstragio. Seja f € Homy (G, H), com G, H € 4.

(=) Precisamos mostrar que se f é um isomorfismo na categoria dos grupos ¥, entdo f é
um isomorfismo de grupos. Para isso, precisamos somente verificar que f é uma fungdo bijetora
dado que ja é um homomorfismo de grupos. De fato, como f é um isomorfismo em ¥, existe
f~! € Homy(H,G) de sorte que f ' o f = idg e que f o f ! = idy. Entdo:

e Quaisquer dois elementos pertencentes a G sdo levados por f em elementos distintos
pertencentes a H. Enfaticamente, se f(a) = f(b) com a,b € G, entdo f ' (f(a)) = fL(f(b)).
Ouseja, (f~1of)(a) = (f~'of)(b). E, portanto, a igualdade idg(a) = idg(b) implica a
igualdade desejada a = b.

e Para todo elemento a € H existe um elemento b € G de modo que f(b) = a. Ou seja,
f(G) = H. Enfaticamente, sendo 4 € H, temos que b := f~1(a) € G verifica a propriedade

acima. Isto porque f(b) = f(f~'(a)) = (fo f1)(a) = idy(a) = a.

(<) Precisamos mostrar que se f é um isomorfismo de grupos, entdo f é um isomorfismo na
categoria dos grupos ¢. Para isso, precisamos somente verificar que existe f ! € Homg (H, G)
de sorte que f~!o f = id; e que f o f~! = idy. De fato, como f é um homomorfismo de grupos
bijetor, para todo a € H existe um tinico b € G de modo que f(b) = a. Definimos f~!(a) := b.
Basta mostrar entio que a funcio bijetora f~! : H — G é um homomorfismo de grupos, pois
é evidente que f ' o f = idg e que f o f~! = idy. Enfaticamente, para todos a,b € H existem
tnicos ¢,d € G de modo que f(c) = a e que f(d) = b. Logo, f1(axb) = f1(f(c) x f(d)) =
fUf(exd)) = (f Vo f)(cxd) = idg(cxd) = cxd = f~1(a) x f1(b). n
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Por fim, falemos brevemente dos pioneiros das categorias matematicas. Samuel Eilenberg nasceu
a 30 de setembro de 1913 em Varsévia, Polonia, e faleceu a 30 de janeiro de 1998 em Nova York,
EUA. Saunders Mac Lane nasceu a 4 de agosto de 1909 em Connecticut, EUA, e faleceu a 14 de
abril de 2005 na Califérnia, EUA. A partir de 1943 estes dois matematicos colaboraram na é4rea de
Topologia Algébrica e, em 1945, lancaram os fundamentos da Teoria das Categorias com a publicagdo
General Theory of Natural Equivalences.

Saunders Mac Lane (1909 - 2005) Samuel Eilenberg (1913 - 1998)

Rapidamente as nogdes correlatas as categorias se mostraram muito mais interessantes do que se
imaginava porque varios campos da Matematica puderam ser interpretados em seus termos. Esta
teoria se mostrou capaz de reconhecer e captar analogias dentro da Matemética como nenhuma
outra o fez. Desta maneira, a Teoria das Categorias se tornou uma 4rea da Matemaética que, ainda
hoje, é muito estudada e capaz de resultados impressionantes e realmente abstratos. Entretanto,
estes sdo assuntos para uma proxima conversa!

4. CONCLUSOES

e Os grupos se mostram os exemplos iniciais e mais naturais que podemos escolher para
entender uma estrutura matemaética. Neste sentido, pensar sobre eles pode ser bastante
esclarecedor.

e As estruturas matemaéticas sdo suficientemente gerais a fim de captarem nédo s6 analogias
dentro das diversas dreas da Matematica mas também para servirem as outras dreas do
conhecimento como analogias esclarecedoras. Um trecho que exemplifica esta concepgao foi
encontrado em um dos trabalhos de Jean Piaget e 0 mesmo foi aqui estendido para ressaltar
tal possibilidade.

e Jean Piaget é um homem de categoria! Isto porque a extensédo e a qualidade de seu trabalho
deixaram influéncias profundas em sua area de estudo. Por outro lado, Samuel Eilenberg
e Saunders Mac Lane sdo cada um duplamente homens de categoria! Isto porque seus
trabalhos influenciaram suas areas de estudo e porque foram os pioneiros da Teoria das
Categorias.
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