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Abstract

Existe uma muisica dos Engenheiros do Hawaii chamada "Parabolica” que cita "paralelas que se cruzam
em Belém do Pard”. Além disso, como belenense, posso falar com propriedade que a capital paraense fica
longe pra caramba. Desta forma, utilizando um pouco de geometria projetiva, podemos supor que Belém
fica no infinito. Mostraremos que ir de metro até ld pode ser uma jornada bem complicada.

1. INTRODUCAO

Este texto trataremos sobre Teoria dos Conjuntos, uma drea que possui como um de seus

objetivos fundamentar a matematica. Para tal, foi elaborada uma lista de axiomas (que

ndo apresentaremos aqui) que nos permite construir a matematica da forma como estamos
habituados. Faremos algumas destas construgoes.

Na Secéo 2 iremos enunciar o Problema do Metrd Transfinito. Na Segdo 3 faremos algumas
das construcdes formais que sdo necessarias para explicar e resolver o problema (portanto, ndo se
assuste se vocé desconhecer algum termo presente no enunciado, explicaremos nesta se¢do). Por
fim, na Se¢do 4 apresentaremos uma bela soluc¢do para o problema.

2. O PROBLEMA

Suponha uma linha de metrd transfinita que liga Sao Carlos a Belém, cujas estagdes estdo
rotuladas, em ordem, por ntimeros ordinais, com Sdo Carlos na Estacdo 0 e Belém na Estagdo w;.
Suponha também que esta linha bastante singular possua as seguintes regras de funcionamento:
inicialmente, antes de partir de Sao Carlos, um infinito enumeravel de pessoas entra no metro.
Depois, para cada estagdo onde o metrd para, exatamente uma pessoa desembarca (caso o metrod
néo esteja vazio, claro) e um infinito enumeravel de novas pessoas entra no metrd. A pessoa que
desembarcou ndo pode embarcar novamente em nenhuma estagdo.

A pergunta é: quantas pessoas desembarcam em Belém, na Estacdo w;?

*Agradecimentos ao Leandro Aurichi por me ensinar a gostar de conjuntos e ao Renan Mezabarba e aos/as pareceristas
pelas sugestdes.
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3. ORDINAIS

No principio, havia apenas o conjunto vazio, denotado por &. E ele era bom. Com este
conjunto e algumas operagdes sobre ele, podemos formalizar os nliimeros naturais:

0=9

1:={o}={0}

2:={o,{o}} ={0,1}

3:={o {o},{2,{2}}} ={0,1,2}

Veja que os naturais construidos desta forma possuem propriedades muito interessantes.
Primeiramente, se # é um natural, entdo seu sucessor é dado por n U {n}. Ademais, todo elemento
de n é também um subconjunto de #. Isto é, os ndmeros naturais sdo transitivos:

Defini¢dao 1. Um conjunto X é dito transitivo se, para todo Y € X, temos Y C X.
Outra propriedade dos ntiimeros naturais é que eles sio bem ordenados:

Definig¢do 2. Um conjunto X é dito bem ordenado se a ordem (<) sobre ele é tal que, para todo subconjunto
ndo-vazio Y C X, existe um minimo de Y. Isto é, existe y' € Y tal que y' < y paratodoy € Y.

Diferentemente dos niimeros naturais, o conjunto dos ntimeros reais R, por exemplo, nédo
é bem ordenado com respeito a ordem que estamos habituados, pois nem ele préprio possui
minimo.

Definigdo 3. Um conjunto a é dito ordinal se é transitivo e bem ordenado com respeito a €.

Faz sentido falarmos de boa ordem com respeito a € pois a < b se, e somente se, 2 € b é uma
ordem. De fato, foi a ordem que utilizamos nos naturais como anteriormente construido. Entéo
veja que, em particular, os nimeros naturais sdo ordinais.

Mas o que vem depois? Qual o menor ordinal maior que (ou seja, que contém) todos os
ndmeros naturais? Ora, este é exatamente o conjunto dos niimeros naturais N! Quando nos
referimos a IN no contexto de ordinais, o denotamos por wp ou simplesmente w.

Fixado um ordinal «, existe um ordinal B que é o menor dentre todos os ordinais maiores que
«. Dizemos que B é o sucessor de a. Veja que f = « U {a}. Denotaremos a U {a} por a + 1.

Assim, depoisdewvemw +1,w+2,..., w+w=w-2,...,w-3,...,w - w =w?,...,w
e assim por diante.

w

3.1 Pausa para respirar

Explicaremos aqui o porqué deste animal se chamar "ordinal" e assim o compreenderemos
melhor. Um ordinal representa nada mais do que uma forma de bem ordenar um conjunto. Uma
forma de fazer uma fila. Para um conjunto finito, com # elementos, hd uma udnica forma de
ordend-lo: vocé escolhe um primeiro elemento, um segundo, um terceiro, etc.., até um n-ésimo
elemento, ganhando o ordinal n. Mas isso ja ndo é verdade quando pensamos em conjuntos
infinitos. Por exemplo, podemos ordenar IN da forma usual, representada pelo ordinal w, ou
podemos escolher um niimero 7 e colocéd-lo no final da fila, ganhando uma ordenagédo do tipo
0,1,...,n—1,n+1,...,n, representada pelo ordinal w + 1. Veja que essas sdo de fato duas formas
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essencialmente diferentes de ordenar N, pois a primeira ndo possui elemento maximo, enquanto
a segunda, sim.

Outro exemplo: para vizualizar w + w, considere uma ordenacdo de IN que impde que todos
os fmpares sao menores do que todos os pares, mantendo a ordem usual de impares e pares entre
si. Estamos falando de uma ordenacéo da forma 1,3,5,...,2k+1,...,2,4,...,2k,...

Figura 1: [lustragdo de w + w

No link |<www.madore.org/~david/math/drawordinals> vocé pode vizualizar uma série de
ordinais, como w? e w®.

Se vocé ja ouviu falar de cardinais, ndo os confunda com ordinais: Todos esses ordinais infinitos
que apresentamos sdo enumeraveis, o que significa que existe uma bijecdo entre cada um deles e
w. Isso quer dizer que, em algum sentido, eles tém "o mesmo tamanho" (a mesma cardinalidade)
de w. Apesar disso, sdo diferentes como ordinais, pois ndo hd uma bijegdo que preserva ordem
entre eles.

3.2 wi

Ao primeiro ordinal ndo enumeréavel, isto é, o primeiro ordinal tal que ndo existe uma bije¢do
entre ele e w, chamamos de w;. Como conjunto, w; é exatamente o conjunto de todos os ordinais
enumeraveis. Este rapaz possui propriedades que serdo cruciais para a resoluc¢do do problema
que apresentamos, como esta a seguir.

Proposigdo 4. Todo conjunto enumerdvel A C w; € limitado.

Dem.: Queremos mostrar que, se A C w; é enumeréavel, entdo existe f € w; tal que { < p para
todo ¢ € A.

Suponha que ndo. Entdo para todo B < w; existe { € A tal que B < . Segue que w; =
Ugca{B € w1 : B < ¢}. Como ¢ < wy é enumeravel (pois wy é o menor nao enumerével) e uniao
enumeravel de conjuntos enumeraveis é enumeréavel, concluimos que w; é enumerével, o que é
uma contradi¢do. Portanto, segue o resultado. O

Antes tinhamos uma sensa¢do de que ntimeros e conjuntos eram entidades completamente
distintas. Mas é importante notar que, na verdade, tudo é conjunto. Assim, nada nos impede de
definir uma fungdo f : 2 — 2, por exemplo, ou f : &« — B, onde « e  sdo ordinais.

Aqui terminamos as preliminares. Agora vamos a resolucdo do problema.


<www.madore.org/~david/math/drawordinals>
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4. RESOLUCAO DO PROBLEMA

Definigdo 5. Seja f : wy — wy uma fungdo. Dizemos que um ordinal B < wq é um ponto bom de f se,
para todo & < B, temos f(a) < B.

O Lema a seguir é o mais burocrético deste texto. As outras demonstrac¢des seguirdo facilmente
dele.

Lema 6. Seja f : wy — wy uma fungio e & < wq. Entdo existe um ordinal B tal que x < p < wyepé
um ponto bom de f. Ou seja, os pontos bons de f sdo ilimitados em wy.

Dem.: Construiremos uma sequéncia (&, )nco crescente de ordinais de forma indutiva. Defina
ag = . Seja Ag = {f (&) : { < ap}. Veja que ap < wq é enumerdvel, implicando que Ap também é
enumeravel e, portanto, limitado (proposigdo 4). Assim, seja y9 < w; um ordinal tal que vy > 7
para todo 77 € Aj. Entdo escolha um ordinal &y < w; tal que a3 > max{yo, a0}

Dado n € w, suponha definidos «; para todo i < n com «; < wy e a; > max{7y;_1,&;_1}, onde
i1 é limitante superior de A; 1 = {f(¢) : { < aj_1} (que é limitado pelo mesmo argumento que
usamos em Ap). Entdo basta escolher &, > max{vy,_1,&,-1} e teremos construido a sequéncia.

Novamente pela proposicdo 4, sup, ., an = B < wi. Mostraremos que este é o ordinal
procurado. E claro que « < B. Para ver que  é um ponto bom de f, tome & < . Como f é
supremo dos s, existe i € w tal que «; > ¢. Entdo segue da defini¢do dos A,’s que f(&) € Aj e,
portanto, f(§) < a;41 < B. Concluimos que B é de fato um ponto bom de f. O

Agora vamos modelar nosso problema. Considere uma estagdo & < w; qualquer. Chamaremos
de By o conjunto dos 77 < wj tais que uma pessoa que entrou no metrd na estacdo « saiu na estacdo
1. Note que, pelas regras do metrd, apenas um niimero enumeravel de pessoas pode entrar na
estacdo «, logo apenas um niimero enumeravel dessas pessoas pode sair e, portanto, B, é limitado
em wj. Defina entdo a fungdo f : w1 — wy tal que f(a) =sup By se By # D e f(a) = w se By = @.

Lema 7. Se B é um ponto bom de f, entdo o metrd estava vazio ao chegar na estagio p.

Dem.: Suponha que ndo. Entdo alguma pessoa desembarcou na estacdo . Ora, isso significa que
essa pessoa entrou no trem em algum momento, digamos na estagdo o« < B. Logo B € B, e do
jeito que construimos nossa f, f(«) > B, o que contradiz o fato de B ser um ponto bom. O

Note que, a priori, isso ndo nos d4 uma resposta ao problema, pois na estacdo  um infinito
enumerdavel de novas pessoas entrard no metrd. Usaremos o fato dos pontos bons serem ilimitados
em wj para contornar este problema.

Proposicao 8. O metrd chegard completamente vazio em Belém!!!

Dem.: Suponha que um passageiro chamado Apolindrio tenha chegado ao destino final. Entédo
Apolindrio entrou no metrd em algum momento, digamos na estacdo & < wj. Pelo Lema 6,
existe B > a que é ponto bom de f. Pelo Lema 7, ao chegar na estagdo 8, o metr6 estarad
vazio e, em particular, Apolindrio terd desembarcado. Pelas regras do metrd, ele ndo podera
embarcar novamente em nenhuma outra estagdo, logo ele ndo chegara a Belém, contradizendo
nossa hipétese. O

Moral da histéria: pense duas vezes antes de trocar um avido por um metr6 transfinito.
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