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Resumo

Um dos problemas cldssicos dos gregos antigos consistia na construgio de um heptdgono regular
com régua e compasso. Este problema é bem menos conhecido do que os problemas da Quadratura do
Circulo, da Duplicagdo do Cubo e da Trissecgdo do Angulo e, por isso, nos chamou atengdo. Neste trabalho
pretendemos expor a nica tentativa grega de solugio do mesmo que chegou até nosso tempo, além de
estudar a construtibilidade de poligonos regulares usando a linguagem moderna. Cremos que o paralelo
entre a tentativa passada de resolugio e a solugio moderna traz perspectivas que sdo fundamentais para o
contexto histérico-matemdtico do problema.

1. INTRODUCAO

s gregos antigos desenvolveram a Geometria de forma primorosa, como pode ser visto na
O obra Elementos de Euclides (360-295). Nesta o rigor matemaético perpassou a drea através
de uma primeira base axiomatica. Posteriormente, a Geometria Euclidiana, pensada a partir da
régua e do compasso, continuou seu desenvolvimento em outras culturas ao longo dos séculos,
relacionando-se mais e mais com outras dreas da Matemadtica.

Dentro das construgdes com régua e compasso uma classe de figuras é nosso objeto principal
aqui: os poligonos regulares. Nos preocupamos neste trabalho em tracar um paralelo entre a
percepcao cléssica do problema de construgdo de poligonos regulares com a solugdo moderna
do mesmo que faz uso de técnicas algébricas. Na verdade vamos apresentar alguns conceitos
algébricos e usé-los para mostrar algumas coisas, dentre elas, a ndo construtibilidade do heptagono
regular com régua e compasso.

As construgdes geométricas funcionam de certa forma como um jogo no qual nosso objetivo
é alcancado quando nossa figura, propriedade, operacdo entre grandezas ou nimeros, vé-se
desenhada no papel. Para jogar é necessdrio obedecer as seguintes regras: nossas tnicas ferra-
mentas disponiveis sdo uma régua sem marca¢do e um compasso. Além disso, como se pode ver
na Figura 1.1, sdo trés as operac¢des elementares que dispomos em se tratando de construgdes
geomeétricas:

1. tragar uma reta passando por dois pontos;
2. desenhar uma circunferéncia com raio e centro dados;

3. continuar um segmento indefinidamente.
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Figura 1.1: Operagdes elementares.

A partir destas operacdes elementares aumentamos nosso arsenal com retas perpendiculares,
bissec¢do de angulos, multiplicagdo de dngulos por ntimeros inteiros, tragado de paralelas, dentre
outras construgdes. Para fazer isso, como se pode ver na Figura 1.2, combinamos essas operagdes
da seguinte forma:

1. intersectando duas retas;
2. intersectando uma reta e uma circunferéncia;

3. intersectando duas circunferéncias.
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Figura 1.2: Formas de combinar as operagdes elementares.

Neste texto consideramos os poligonos regulares a menos de dilata¢des, translagdes e rotagdes.
Ou seja, o comprimento dos lados de um poligono regular e a posi¢do dele no plano nido sao
fatores importantes para nos.

Vamos agora considerar alguns exemplos de poligonos regulares construtiveis. Dentre eles
veremos as construgdes do tridngulo equilatero, do quadrado, do pentdgono regular e do hexdgono
regular. A partir disso vamos mostrar algumas familias de poligonos regulares construtiveis e um
primeiro método para saber se um poligono regular é construtivel a partir da construtibilidade de
outros dois poligonos a ele associados.

Exemplo 1.1 (Tridngulo equilatero). Por um ponto A tragamos uma circunferéncia 1. Por um ponto
qualquer desta circunferéncia, digamos B, tracamos outra circunferéncia <y cujo raio é o mesmo da
circunferéncia 1. A intersegdo de y1 e y, é dois pontos distintos. Chamamos um destes pontos de C. O
tridngulo AABC ¢é o tridngulo equildtero. Vide Figura 1.3. O
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Figura 1.3: A figura ilustra os objetos usados na construgio do tridngulo equildtero AABC.

Exemplo 1.2 (Quadrado). Sobre uma reta suporte r escolhemos um ponto A e um ponto B. Tragamos
as perpendiculares sy e sp a reta r que passam, respectivamente, pelos pontos A e B. Com o compasso,
marcamos o comprimento do segmento AB sobre a reta s1 a partir do ponto A e sobre a reta s a partir do
ponto B. Estas marcagdes delimitam pontos D e C sobre as retas s e sy, respectivamente. O quadrildtero
ABCD ¢ o quadrado. Vide Figura 1.4. O
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Figura 1.4: A figura ilustra os objetos usados na construgdo do quadrado ABCD.

Exemplo 1.3 (Pentagono regular). Por um ponto O tracamos uma circunferéncia 1. Nesta circunferéncia
tragamos dois didmetros perpendiculares que determinam quatros pontos E, F, G e H sobre ela. Dividimos
o segmento OE pela metade, determinando o ponto I. Com centro em I e raio de mesma medida que o
segmento FI, tracamos uma circunferéncia vyo. Chamamos o ponto de intersegio desta circunferéncia com o
segmento OG de . Com comprimento F] tracamos uma circunferéncia -y3 com centro em E. A intersecio
de y3 com 7y determina dois pontos, que chamamos de A e D. Com centro em A e raio de comprimento
FJ tracamos uma circunferéncia vy4 que intersecta -y, em E e num novo ponto, que chamamos de B. Com
centro em D e raio de comprimento F] tragamos uma circunferéncia ys que intersecta -y, em E e num novo
ponto, que chamamos de C. O poligono ABCDE é o pentdgono reqular. Vide Figura 1.5. O
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Figura 1.5: A figura ilustra os objetos usados na construgdo do pentdgono regular ABCDE.

Exemplo 1.4 (Hexdgono regular). Feito um tridngulo equildtero AABC como no Exemplo 1.1, circuns-
crevemos a ele uma circunferéncia. Tracamos as trés alturas do tridngulo e determinamos assim os dngulos
<ADC, <ADB e <BDC. Como AC, AB e BC sio cordas congruentes da circunferéncia, elas determinam
o mesmo dngulo central. Logo, <ADC, <ADB e <BDC tém a mesma medida. Tragando a bissetriz destes
trés dngulos e marcando as intersecoes que estas fazem com a circunferéncia, temos os pontos A, B, C
(originais do tridngulo equildtero), H, I e J]. Como os dngulos bissectados eram congruentes, as cordas
HC,HA, Al, IB, B] e |C sdo também congruentes. Portanto, seus respectivos segmentos sdo congruentes e
o poligono AIBJCH é o hexdgono regular. Vide Figura 1.6. O

Figura 1.6: A figura ilustra os objetos usados na construgio do hexdgono regular AIBJCH.
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Aplicando o processo de bisse¢do de angulos descrito na constru¢do do hexagono regular,
podemos demonstrar o seguinte resultado:

Teorema 1.1 (Lema de Bissecc¢do). Seja n um niimero natural maior do que dois. Se o poligono regular
de n lados ¢ construtivel, entdo, para todo k € IN, o poligono regular de (n - 2¥) lados é construtivel. [

Em particular, sabemos agora que podemos construir:
e 0 decdgono regular e todos os poligonos regulares com ntimero de lados (5 -2F), comk € IN;

e 0 dodecéagono regular e todos os poligonos regulares com nimero de lados (3 - 2), com
k € N.

Entretanto, para além deste resultado inicial, quando podemos saber sobre a construtibilidade
de um poligono regular a partir da construtibilidade de outro? Abaixo respondemos parcialmente
esta pergunta relacionando a construtibilidade do poligono regular de nm lados com a construtibi-
lidade dos poligonos regulares de n e m lados. Para isso, entretanto, é necessaria a hipétese de
que 7 e M sejam numeros primos entre si.

Teorema 1.2 (Lema da Composigdo). Sejam n,m € IN com mdc(n,m) = 1. Entdo os poligonos
requlares de n e m lados sdo construtiveis se, e somente se, o poligono regqular de nm lados é construtivel.

Demonstragio. (=) Sendo que mdc(n,m) = 1, existem a,b € Z de sorte que an +bm = 1.

Portanto,
M_zﬂ.(m)_m.(ﬂ+b>_u.2ﬂ+b.27ﬁ 1)
nm nm m n m n

2ne2l

Se os poligonos regulares de n e m lados sdo construtiveis, entdo os seus angulos internos <% e <7
sdo também construtiveis. Devido a Equagéo (1), portanto, o angulo % é construtivel. Daf segue
o poligono regular de nm lados ser construtivel.

(«=) Se o poligono regular de nm lados é construtivel, entdo enumeramos seus vértices em
sequéncia de 1 a nm, como na Figura 1.7. Unindo os vértices 1, m+1, 2m+1, 3m+1, ---,
(n—1)m+1e 1 temos o poligono regular de n lados. Unindo os vértices 1, n+1,2n+1,3n +1,

-+, (m—1)n+1e 1 temos o poligono regular de m lados. O

Figura 1.7: Poligono regular de nm lados.
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2. DESCARTES E A CONSTRUTIBILIDADE

O primeiro passo importante cuja diregdo consistiu em demonstrar a impossibilidade de certas
construgdes geométricas com régua e compasso foi dado por René Descartes (1596-1650) em sua
obra La Géométrie, publicada em 1637. O passo crucial de Descartes foi identificar os comprimentos
dos segmentos de retas com ntimeros reais. Assim tornou-se possivel reenunciar um problema
geométrico em termos algébricos, expressar a solugdo simbolicamente e, entdo, converter a
expressdo algébrica em um processo de construgdo geométrico.

Figura 2.1: René Descartes, por Frans Hals.

A fim de garantir a passagem de uma expressdo algébrica para um processo de construgéo
geométrico, faz-se necessdrio definir uma aritmética com as retas. E é precisamente isso que
discutiremos agora. Sejam AB e CD segmentos de reta. As técnicas de régua e compasso classicas
nos permitem encontrar segmentos que correspondem a soma AB + CD, a diferenca AB — CD
e, para qualquer « racional positivo, ao produto « - AB. O primeiro problema que encontramos
é interpretar o produto AB - CD. Esta aparente falta de significado faz com que a aritmética
de segmentos de reta ndo seja fechada ante a multiplicagdo e, a fortiori, ndo seja fechada ante a
divisdo de segmentos. Descartes concebeu entdo que a Teoria das Proporgdes poderia ser usada para
associar ao produto de dois segmentos de reta um outro segmento de reta. Para isso, contudo,
seria necessario fixar um segmento de reta de comprimento unitario. Explicitamente, se duas retas
se intersectam em um ponto B e desejamos multiplicar os segmentos BC e BD, entdo marcamos
BA com comprimento unitdrio e unimos os pontos A e C por um segmento de reta. Tragamos
agora o segmento DE paralelo ao segmento AC. Os tridngulos ABAC e ABDE sdo semelhantes.
Sendo assim:

BE _ BC
BD BA’
Isto corresponde a igualdade dos produtos BE - BA = BC- BD. Uma vez que BA tem comprimento

unitario, podemos identificar o segmento BE com o produto BC - BD. De forma muito semelhante
trata-se a divisdo de segmentos.



Acta Legalicus e Julho 2019 e No. 22

D A B

Figura 2.2: O segmento AB, em azul, é o segmento unitdrio fixado, ao passo que o segmento BE, em vermelho, é o
produto dos segmentos BC e BD. Analogamente, se encontra a divisio de segmentos de reta.

Descartes também produziu um método para extrair a raiz quadrada de um segmento de reta.
Enfaticamente, se quisermos encontrar a raiz quadrada de um segmento GH, entdo o estendemos
por um segmento GF de comprimento unitario. Dai, desenhamos o circulo que tem FH como
diametro e tragamos o segmento perpendicular GI. Como os tridngulos AHIF, AFGI e AHGI séo
todos semelhantes:

(GF _ GI

—_— — 2: .
CI GH) & GI GF-GH.

Sendo GH =1, segue que GI é a raiz quadrada do segmento GH.

I

H G F

Figura 2.3: O segmento GF, em azul, é o segmento unitdrio fixado, ao passo que o segmento GI, em vermelho, é a raiz
quadrada do segmento GH.

Tendo em vista a aritmética de segmentos de reta que acabamos de construir, e sendo AB
um segmento de reta qualquer, diremos doravante que um valor & é um ntmero construtivel se
pudermos construir um segmento de reta cujo comprimento seja « - AB. Finalmente, um objeto
geométrico serd dito construtivel se cada um de seus componentes admitir construcdo por régua
e compasso.
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3. ALGUMAS NOGCOES DE ALGEBRA

Iniciamos esta se¢do dizendo um pouco sobre corpos e espagos vetoriais. Depois abordaremos
a nogdo de extensdo de corpos e de grau de extensdo que sdo suficientes para decidirmos se
um dado objeto é construtivel com régua e compasso ou ndo. Vamos comecar com um exemplo
importante: o conjunto dos nimeros reais R. Em R temos duas opera¢des bem conhecidas: a
soma e a multiplicagdo. Estas duas operacdes possuem algumas propriedades. A soma verifica,
paraa,b,c € R:

(i) (associatividade) (a+b)+c=a+ (b+c);
(ii) (comutatividade) a+b =0+ g;
(iii) (existéncia de elemento neutro) a +0=0+a =ga;
(iv) (existéncia de oposto aditivo) a + (—a) = (—a) +a = 0.
Ja a multiplicacdo, por sua vez, verifica, para a,b,c € R:
(v) (associatividade) (a-b)-c=a-(b-c);
(vi) (comutatividade) a-b=10"a4;

(vii) (existéncia de elemento neutro) a-1=1-a = g;

1:

viii) (existéncia de inverso multiplicativo) a - a~ a~1.4=1paratodoa #0.
P p

As operagdes soma e multiplicacdo ainda se relacionam através da:

(ix) (distributividade) a-(b+c)=a-b+a-c.

A operagdo de soma em R leva um par de nimeros reais (4,b) no numero real a + b bem
como a operagao de multiplicagdo em R leva um par de ntimeros reais (a,b) no numero real a - b.
Formalmente, estas duas operagdes sao funcdes cujos dominios sdo R x IR e cujos contradominios
sdo R. O conjunto dos ntmeros reais R com estas operacdes é uma estrutura algébrica que
chamamos de corpo. A definigdo a seguir contém a nogdo geral de corpo.

Defini¢do 3.1 (Corpo). Seja K um conjunto nio vazio. Seja + : K x K — K uma fungio que verifica as
propriedades (i), (ii), (iii) e (iv). Seja - : K x K — K uma fungio que verifica as propriedades (v), (vi), (vii),
(viii) e que se relaciona com + através de (ix). As fungoes + e - sdo ditas, respectivamente, operagio soma e
operagdo multiplicagdo ou produto. Dizemos, nesta situagdo, que o conjunto K com estas operagoes é um
corpo. O

Vejamos agora um tipo especial de corpo. No conjunto dos ntimeros racionais Q, como em
IR, temos as operagdes soma e multiplicagdo e estas satisfazem as mesmas propriedades que
a soma e a multiplicacdo de ntimeros reais satisfazem. Por isso, Q é um corpo com a soma e
multiplicagdo tradicionais de nlimeros racionais. Mais que isso, Q é um subconjunto de R e a
soma e a multiplicagdo de ntimeros reais, quando restritas ao conjunto Q, coincidem com a soma
e com a multiplicacdo de ndmeros racionais. Portanto, dizemos que Q é um subcorpo do corpo R.
A definicdo a seguir apresenta a nogédo geral de subcorpo.
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Defini¢ao 3.2 (Subcorpo). Sejam K um corpo e +,- : K x K — K suas operagdes. Um subconjunto
L C K ndo vazio tal que estejam bem definidas as restrigoes + [p: IL XL — Le- |[p: L x L — IL é dito
um subcorpo de K com estas operagdes restritas. O

Exemplo 3.1 (Subcorpos em cadeia). Comnsideremos o corpo dos niimeros complexos C, o corpo dos
niimeros reais R e o corpo dos niimeros racionais Q. Temos que Q C R C C, isto é, Q é subcorpo de R,
enquanto IR é subcorpo de C e, por conseguinte, Q é subcorpo de C. O

Na situagdo do exemplo acima dizemos que C é uma extensdo dos corpos Q e IR, da mesma
forma que R é uma extensdo de Q. A defini¢do seguinte apresenta a nocdo de extensdo de corpos
de forma geral.

Defini¢do 3.3 (Extensdo de corpos). Dizemos que um corpo K é uma extensdo de um corpo F, e
denotamos K : FF, se IF é um subcorpo de K. O

Exemplo 3.2 (Subcorpos intermediarios entre Q e IR). Podemos construir extensoes K de Q de forma
que estas sejam intermedidrias entre Q e R, isto é, sem que K = Q ou que K = R. Por exemplo, o conjunto
Q(v2):={a+bv2:a,b € Q} C R com as operagdes soma e produto dadas pelas restricoes da soma e
do produto de niimeros reais é um subcorpo de R. Como Q C Q(~/2), se restringirmos agora as operagdes
de Q(\/2) a Q vemos que este é subcorpo daquele. O

Mais geralmente, se « é um ntmero inteiro que ndo é divisivel por um niimero primo ao
quadrado, entdo o conjunto Q(1/a) C C (pois o inteiro a pode ser negativo) com as operagdes
soma e produto dadas pelas restricdes da soma e do produto de nimeros complexos é um
subcorpo de C e uma extensdo de Q diferente de R e de C. Estes subcorpos serdo muito
importantes no estudo da construtibilidade de poligonos, uma vez que poderemos associar as
operagdes elementares equagdes algébricas a serem resolvidas nestes subcorpos de C.

Precisaremos ainda de uma outra estrutura algébrica bastante importante. Seja R? := R x R.
Este conjunto é visto geometricamente como o plano cartesiano. Os pares de nimeros reais (4, b)
sdo chamados de vetores. Numeros reais que ndo componham pares ordenados sdo denotados
por letras gregas mintsculas («, 8,7, etc.) nesta secdo. Existem duas operagdes naturais em R?: a
soma de vetores e a multiplicagdo por escalares. Como antes estas operacdes sdo fungdes. A soma
é a fungdo:

+:R*xR* — R?,

((a,b), (c,d)) — (a+c, b+d)
e a multiplicagdo por escalar é a fungéo:
S RxR? — R?,
(v, (a,b)) — (a-a, a-b)

Estas operagdes ndo sdo quaisquer. De fato, longe disso, elas verificam propriedades muito
especiais! Para a soma de vetores vale a associatividade, a comutatividade, a existéncia de
elemento neutro e a existéncia de elemento oposto. Ja para o produto por escalar valem as
seguintes propriedades:
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Figura 3.1: A esquerda o vetor maior (em verde) representa geometricamente a soma dos outros dois vetores (em azul e
em vermelho). A direita o vetor maior (em verde) representa o produto do vetor menor (em azul) por um
escalar o > 1.

(x) (associatividade) («- ) - (a,b) = a- (B (a,b));
(xi) (distributividade por escalar) (« + ) - (a,b) =a - (a,b) + B - (a,b);
(xii) (distributividade por vetores) o - ((a,b) + (c,d)) = a - (a,b) +a - (c,d);

(xiii) (existéncia de multiplicador identidade) 1- (a,b) = (a,b).

O conjunto IR? com estas operagdes é uma estrutura algébrica que chamamos de espago vetorial
sobre o corpo dos ntimeros reais R. A definicdo a seguir contém a nogdo geral de espaco vetorial
sobre um corpo K qualquer.

Definicdo 3.4 (Espaco vetorial). Sejam V um conjunto nio vazio e K um corpo. Chamamos os elementos
de V de vetores. Seja + : V x V — V uma fungdo que verifica as propriedades (i), (ii), (iii) e (iv). Ao
elemento neutro de + damos o nome de vetor nulo. Seja - : K x V. — V uma fungdo que verifica as
propriedades (x), (xi), (xii) e (xiii). As fungdes + e - sdo ditas, respectivamente, operagdo soma de vetores
e operagdo multiplicacdo por escalar. Dizemos que V com estas operagdes é um espacgo vetorial sobre o
corpo K. O

Voltando ao caso do espaco vetorial real IR?, vemos que todo vetor (a,b) € R? pode ser escrito
de forma tnica como a - (1,0) + b - (0,1). Dizemos entdo que o conjunto {(1,0), (0,1)} é uma
base para este espaco vetorial. Existem infinitas bases para IR?, um outro exemplo pode ser o
conjunto {(1,1), (0,1)}, em que todo vetor (a,b) € R? pode ser escrito de forma tinica como
a-(1,1) + (b—a)-(0,1).

Em geral, uma base de um espaco vetorial V sobre um corpo K é um conjunto de vetores
tal que, a partir dele, todo vetor do espago pode ser escrito de forma tinica. A propriedade de
unicidade de escrita é equivalente ao fato de que a tinica combinagdo dos vetores da base que
resulta no vetor nulo é a combinagéo cujos escalares que acompanham os vetores sdo todos iguais
a zero. Formalmente, se {v;};c | ¢ uma base para V e {#;}ic; C R, com I um conjunto de indices,
vale que:

<Zaivi = 0) = (a; =0 paracadai € I).

i€l

10
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Todo espago vetorial possui uma base, que pode ter um ntimero de elementos finito ou nao.
Quando um espago vetorial V sobre um corpo K admite uma base com n € IN elementos, temos
que todas as outras bases deste mesmo espago vetorial também possuem »n elementos. Este nimero
é dito a dimensio do espaco vetorial V sobre o corpo K. Por exemplo, a dimensao de R? é dois,
que é o namero de elementos da base {(1,0), (0,1)}.

Vamos entdo estabelecer um didlogo entre as nogdes de extensdo de corpos e de espagos vetoriais.
Seja K : F uma extensdo de corpos. O corpo K é um espaco vetorial sobre o corpo F com a
operacdo soma de vetores sendo a operagdo soma do corpo K e com a operagdo produto por
escalares sendo a operagdo multiplicagdo do corpo K restrita ao conjunto IF x K. Dai, a nogdo
de dimens&do de um espaco vetorial que apresentamos no paragrafo precedente permite definir a
seguir o conceito de grau de uma extensdo de corpos.

Definicdo 3.5 (Grau de uma extensdo). Seja K : IF uma extensdo de um corpo [E. Dizemos que o grau
da extensio K : FF, denotado por [K : F|, é a dimensio de K como espago vetorial sobre TF. O

Exemplo 3.3 (O caso importante de Q(v/a)). O corpo Q(v/«) := {a+by/a:a,b € Q}, com a um
niimero inteiro que nio é divisfvel por um niimero primo ao quadrado, pode ser visto como um espago
vetorial sobre Q. Um exemplo de base é o conjunto {1, /a}. Logo, [Q(v/«) : Q] = 2. O

A seguir vamos apresentar o principal resultado que utilizaremos para demonstrar que alguns
poligonos sdo construtiveis e que outros ndo o sdo. Para os leitores mais experientes fornecemos
uma demonstracdo que pode ser facilmente seguida. Entretanto, esta prova ndo é necessdria para
o entendimento do restante do texto e, por isso, basta termos em mente o enunciado do teorema.
O Diagrama (2) esquematiza a ideia essencial do resultado em questdo que consiste em passar de
uma extensdo de uma extensdo de corpos para uma tnica extensdo de corpos. Além disso, se a
dimensdo das extensdes iniciais forem finitas, entdo teremos uma férmula para calcular o grau de
uma extensdo de uma extensdo de corpos.

[]E:IF] \\

[K:IF] (2)

[es

[K:E] /

Teorema 3.1 (Lei da Torre). Se K é uma extensio de um corpo [E e E é uma extensio de um corpo F,
entio K é um extensio de F. Além disso, se [K : E| e [E : F| sdo finitos, entio [K : [F| também é finito e
vale [K : F] = [K : E][E : F].

11
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Demonstragio. A primeira parte do enunciado segue diretamente da Defini¢do 3.2. Seja {vj};?zl

uma base para o espaco vetorial IE sobre o corpo FF e seja {w;}!” ; uma base para o espago vetorial
K sobre o corpo E. Todo w € K se escreve unicamente como:

m
w = Z ,Biwi/
i=1
com B; € E para todo 1 < i < n. Da mesma forma, cada ; se escreve como f; = Z a;jv; com
j=1
a;j € F. Portanto:
m n m n
w = Z ZIXZ']'U]‘ w; = Z szij(vjwi).
i=1 \j=1 i=1j=1

Ou seja, todos os elementos de K se escrevem a partir dos elementos do conjunto B = {v;w;},
coml<i<mel<j<n. Vejamos agora que esta forma de escrever os elementos de K ¢é tinica.
Como comentado acima, isto é equivalente a mostrar que toda combinacdo nula de elementos de
B tem seus coeficientes todos nulos. Seja:

i i vij(vjwi) =0,

i=1j=1

com 7;j € F paratodos1 <i <mel <j<mn. O coeficiente que multiplica w; pertence a E.
Como {w;}!" ; é uma base para o espaco vetorial K sobre o corpo [E, necessariamente precisamos
ter que 27:1 7ijvj = 0. Mas com isso, uma vez que {Uj}7:1 é uma base para o espacgo vetorial E
sobre o corpo I, cada 7;; = 0. Portanto, B € uma base para o espaco vetorial K sobre o corpo .
Sendo [K:E] =me [E: F] =n,vale [K: F] = [K: E|[E : F]. O

4. POLIGONOS REGULARES CONSTRUTIVEIS

Os métodos de Descartes serdo tteis agora, bem como o fato de que operar ntimeros construtiveis
com respeito a soma, a multiplicacdo, a diferenca e a divisdo produz ainda ntimeros construtiveis.
Em outras palavras, como o conjunto dos ntimeros contrutiveis A é um subcorpo de R com as
operacdes usuais e, como todo namero racional é construtivel, temos a extensdo A : Q. Portanto,
podemos estabelecer uma ligacdo entre as construgdes geométricas com régua e compasso, 0s
numeros construtiveis e as extensdes de corpos. Vamos entender entdo as regras que estabelecemos
na Introdugdo para construgdo de objetos do ponto de vista algébrico. Sendo 4,b e ¢ nimeros
construtiveis:

e uma reta é um conjunto de pontos que obedece a uma equacdo do tipo ax + by = ¢;

e uma circunferéncia é um conjunto de pontos que verifica a uma equacao do tipo (x —a)? +
2 _ 2
(y—0b)* ==

Podemos obter ntimeros construtiveis através de intersec¢des de duas retas, o que algebricamente
equivale a resolver um sistema linear, ou através de intersec¢des de uma reta com uma circun-
feréncia, ou ainda, através de interse¢des de duas circunferéncias, sendo estas algebricamente
equivalentes a resolver sistemas nao-lineares. Estes sistemas sdo redutiveis a equagdes do segundo
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grau que, por sua vez, envolvem raizes quadradas de ntiimeros racionais. Devido ao método
de Descartes, estas raizes também sdo construtiveis. Desta forma, os nimeros construtiveis sdo
obtidos através de finitas opera¢des de soma e multiplicagdo entre ntimeros racionais combinadas
com extracdo de raizes quadradas de ndmeros racionais positivos. Na linguagem das extensoes de
corpos, estamos tomando seguidas extensdes de extensdes do corpo dos niimeros racionais, cada
uma da forma K(/a) para algum nimero construtivel a. Assim sendo, o Teorema 4.1 estabelece
uma conexao entre as extensdes de corpos e as construgdes geométricas com régua e compasso,
completando a ponte mencionada entre as constru¢des geométricas com régua e compasso, 0s
niimeros construtiveis e as extensdes de corpos. Além disso, este teorema nos permite estudar a
construtibilidade de alguns entes geométricos, como veremos a seguir.

Teorema 4.1. Se « é construtivel, entdo [Q(«) : Q] = 2" para algum n € N.

Demonstragio. Seja @« um nimero construtivel. Comegando com o corpo Ky = Q, podemos en-
contrar 7 niimeros reais construtiveis a1, ay, . ..,a, de forma que as extensdes IKj = H(j,l( aj,l),
com 1 <j <, sdo tais que:

KiCcK;CcKycC ---CK,_ 1 CK,CR
e que « € K. O corpo K;; é uma extensdo de Q e, como a € K,;, temos que K;, é extensdo de
Q(w). Cada extensdo ]Kj : ]K]-_l tem grau dois e, por isso, devido ao Teorema 3.1:

[]Kn : Q] = ﬁ!: []K] . 1[(]‘,1] =2"
j=

Agora, como [K, : Q(a)] =1 porque « € K, e &« € Q(a), o Teorema 3.1 garante que:
[Q(a) : Q] = [Ky : Q(a)][Q(a) : Q] = [Ky : Q] = 2. O

Vejamos agora como usar este resultado para decidir sobre a construtibilidade de poligonos
regulares.

iR

=

Figura 4.1: Raizes sextas da unidade.

Sejan € IN*. Dizemos que as raizes n-ésimas da unidade sdo as solugdes da equagdo z" —1 = 0.
Denotamos por U, o conjunto das n-ésimas raizes da unidade. Geometricamente, como se pode
ver na Figura 4.1, as n-ésimas raizes da unidade sdo vértices do poligono regular de n lados
inscrito na circunferéncia unitaria.
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Consideramos o polindmio p(z) = z" — 1. Temos que 1 sempre é raiz de p(z) e, quando n é um
ndmero natural par, —1 também é uma raiz. Mais que isso, estas sdo as tnicas possiveis raizes
reais puras para p(z). O Teorema Fundamental da Algebra garante que:

p(z) = ﬁpj(Z)
j=1

com cada p; sendo um polindmio de grau um com coeficientes complexos na variavel z. Sabemos
que a raiz y; do fator p; € um elemento de U,. Logo, podemos concluir, analisando a raiz de
cada um destes fatores através do grau da extensao Q(7;), se cada vértice do poligono regular
é ou ndo construtivel. Se pelo menos um vértice ndo for construtivel teremos a certeza de que
o poligono em questdo ndo admitird construgdo com régua e compasso. A fim de entendermos
melhor o contetido deste pardgrafo, vamos mostrar no Exemplo 4.1 que o heptadgono regular ndo
é construtivel.

Exemplo 4.1. Sejam p(z) = 27 —1eq(z) = 20+ 2> +2* + 23+ 22 + z + 1. Temos que p(z) =
(z —1)q(z). O polinémio q(z) é irredutivel sobre Q. Seja «y uma raiz de q(z). Temos que [Q(y) : Q] =6,
que ndo é uma poténcia de dois. Devido ao Teorema 4.1, v ndo é um niimero construtivel. Segue daf que o
heptdgono regular ndo admite construgdo com régua e compasso. O

Sejam agora p(z) =z —1eq(z) =z + 2z + ... 4z + 1. Temos que p(z) = (z — 1)g(z) como
antes. O polindmio g(z) também é irredutivel sobre Q. Seja y uma raiz de g(z). Neste caso, temos
que [Q(7) : Q] = 16, que é uma poténcia de dois. Porém, como a reciproca do Teorema 4.1 ndo é
necessariamente verdadeira, ainda ndo podemos decidir se o heptadecdgono regular admite ou
ndo construgdo com régua e compasso.

Figura 4.2: Carl Friedrich Gauss, por Christian Albrecht Jensen.

Johann Carl Friedrich Gauss (1777-1855) foi o responsavel por mostrar que o heptadecdgono
regular é construtivel, fato que ficou imortalizado em sua ldpide em Gottingen, Alemanha, que
possui tal poligono gravado. Mais que isso, na obra Disquisitiones Arithmeticae de 1798, Gauss
formulou uma condicdo necesséria e suficiente para que poligonos regulares de n lados fossem
construtiveis.
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Figura 4.3: Pierre Laurent Wantzel, por autor desconhecido.

Anos mais tarde, Pierre Laurent Wantzel (1814-1848) apresentou uma prova para a afirmacéo de
Gauss, que é o resultado logo abaixo. Wantzel foi um dos pioneiros mostrando a impossibilidade
de certas construgdes geométricas em seu trabalho Recherches sur les moyens de reconnaitre si un
Probleme de Géométrie peut se résoudre avec la regle et le compas.

Teorema 4.2 (Teorema de Gauss-Wantzel). Sejan € IN com n > 2. O n-dgono regular é construtivel
com régua e compasso se, e somente se:

k
n=2". HP]‘,
j=1

emquer, k € IN eos pj's sdo primos distintos de Fermat. Ou seja, pj = 227 11 com ri € N. O

A demonstracdo do resultado anterior utiliza métodos mais avangados que envolvem questdes
técnicas sobre as extensdes de corpos e que compdem uma subdrea da Matemética chamada
de Teoria de Galois. Por conta disso ndo disporemos esta demonstragdo aqui. Entretanto, vamos
discutir um pouco mais sobre as consequéncias praticas deste teorema tdo fascinante. Para isso,
falaremos dos primos de Fermat.

Pierre de Fermat (1601-1665) foi um amante da Teoria dos Niimeros e estudou, entre muitas
outras coisas, os nimeros primos. Na busca por uma férmula geral para estes, Fermat se deparou
com os ntmeros da forma 22 4+ 1, com r € N. Substituindo o parametro r por 0,1,2,3 e 4
ele obteve, respectivamente, os nimeros 3,5,17,257 e 65537 que sdo nimeros primos. Fermat
entdo conjecturou que todos os niimeros desta forma eram primos. Leonard Euler (1707-1783)
desmentiu a afirmagdo mostrando que para r = 5 o ntimero 22" 416 um multiplo de 641. O mais
curioso é que até os dia de hoje ndo se conhece nenhum outro primo da forma em questdo que
ndo seja um dos cinco acima citados.
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Figura 4.4: Pierre de Fermat, por autor desconhecido.

A partir dos comentdrios do paradgrafo anterior, a lista mais completa atualmente dos valores de
n > 2 para os quais o poligono regular de n lados é construtivel é gerada por:

27.3%.5% . 17% . 257% . 65537%,

emquer € Nea; € {0,1} para todo 1 < i < 5. Explicitamente, alguns dos valores que compdem
esta lista sao:

3,4,5,6,8,10,12, 15, 16, 17, 20, 24, 30, 32, 34, 40, 48, 51, 60, 64, 68, 80, 85, 96, 102,
120, 128, 136, 160, 170, 192, 204, 240, 255, 256, 257, 272, 320, 340, 384, 408, 480, 510, 512,
514, 544, 640, 680, 768, 771, 816, 960, 1020, 1024, 1028, 1088, 1280, 1285, 1360, 1536, 1542,
1632, 1920, 2040, 2048, - - -

Analogamente, alguns valores de 7 para os quais o poligono regular de # lados ndo é construtivel
séo:

7,9,11, 13,14, 18, 19, 21, 22, 23, 25, 26, 27, 28, 29, 31, 33, 35, 36, 37, 38, 39, 41, 42, 43,
44, 45, 46, 47,49, 50, 52, 53, 54, 55, 56, 57, 58, 59, 61, 62, 63, 65, 66, 67, 69, 70,71, 72, 73,
74,75,76,77,78,79,81, 82, 83, 84, 86, 87, 88, 89, 90, 91, - - -

Como vimos neste texto, temos uma construgdo explicita para o tridngulo equildtero e para o
pentdgono regular. Além disso, Gauss construiu o heptadecdgono e viveu grande parte de sua
vida orgulhoso disso. O poligono regular de 257 lados foi efetivamente construido em 1832 por
Friedrich Julius Righelot (1808-1875) e o poligono regular de 65537 lados foi construido em 1894
por Johann Gustav Hermes (1846-1912), que levou dez anos para completar sua construcdo que
estd descrita em um manual de 200 paginas. Portanto, cada um dos elementos da sequéncia que
mencionamos acima é explicitamente construtivel. Na verdade precisamos somente saber como
construir explicitamente poligonos regulares com nimero de lados:

n =3%.5%.17% .257% . 65537%

com g; € {0,1} para todo 1 < i < 5, porque qualquer poligono regular cujo namero de lados seja
n - 2F se obtém construindo o poligono regular de 1 lados e bissectando seus angulos internos k
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vezes, como nos diz o Lema de Bissecgido (Teorema 1.1). O Lema da Composicio (Teorema 1.2) nos diz
como proceder. De fato, por exemplo, se quisermos construir o poligono regular com 3 -5 = 15

lados, entdo precisaremos escrever o mdc(3,5) =1 como 2-3 — 1 - 5. Dai, sabemos que o angulo

2 2 2
interno deste poligono é 1—7; =2 % -1 ?n por causa da Equacgdo (1). Mas esta diferenca

de angulos é construtivel com régua e compasso e, por isso, o poligono regular de 15 lados é
construtivel. No caso em que queremos construir o poligono regular de 3 - 5 - 257 = 3855 lados
procedemos da mesma maneira. Ou seja, escrevemos mdc(3-5,257) = 1 como —137-(3-5) + 8- 257
e usamos a Equagdo (1) para construir uma diferenca de dngulos que sabemos construir com
régua e compasso. Analogamente, todos os poligonos da forma dita podem ser explicitamente
construidos.

5. O HEPTAGONO REGULAR

A tnica construgdo grega do heptdgono regular que sobreviveu ao tempo e chegou até noés
foi preservada numa tradugdo drabe do nono século de nossa era da obra Livro de Construgio do
Circulo Dividido em Sete Partes Iguais atribuida a Arquimedes de Siracusa (287-212).

Figura 5.1: Arquimedes de Siracusa, por Domenico Fetti.

Nos parégrafos a seguir descrevemos o método de Arquimedes, contido na referéncia citada, para
dividir o circulo em sete partes iguais. Consequentemente, obteremos um heptdgono regular de
forma exata, entretanto sem régua e compasso ainda. E importante notar desde ja que esta nao se
trata de uma construgdo por régua e compasso da forma como entendemos. No momento exato
explicaremos o porqué disto.

Teorema 5.1. Seja AB um segmento de reta com comprimento um. Existe um ponto K no segmento AB e
existe um ponto Z na extensio retilinea de AB tais que KB = ZA? e que ZK - AK = KB2,

Demonstragio. Seja ABDG um quadrado de lado um e seja BG uma sua diagonal. Estendemos o
segmento AB para a direita como na Figura 5.2. Seja DZ um segmento que intersecte BG em T,
AG em H e a extensdo de AB em Z de forma que os tridngulos AZAH e ADTG tenham mesma
drea.
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D L G

Figura 5.2: Construgio dos pontos K e Z.

Vejamos que este segmento resolve nosso problema. Construimos KL perpendicular ao segmento
AB. Desta forma, os pontos K e Z sdo tais que KB = ZA? e que ZK- AK = KB?. De fato,
GD -TL = AH -ZA dado que o tridngulo ADTG tem mesma drea que o tridngulo AZAH.

Portanto:
AB GD AH

ZA  ZA  TL-
Mas como o tridngulo AZAH é semelhante ao tridngulo ADLT, tem-se que:
AH ZA ZA
TL. ~ LD KB’
Com isso:
AB 1 ZA
ZA ZA KB
e, pois, KB = ZA2. Além disso, AK = GL = TL e LD = KB = KT. Portanto:

AK TL
KB KT’
Uma vez que o tridngulo AZKT é semelhante ao tridngulo ADLT, tem-se também:
TL LD KB
KT ZK ZK'
Logo AK/KB = KB/ZK e, portanto, ZK - AK = KB2, O

A técnica que se deve usar para fabricar o segmento DZ acima chama-se Construc¢ao Neusis.
Este método consiste em colocar através de tentativa e erro um segmento de reta de tamanho
fixado entre duas curvas C; e C; a partir de um ponto também fixado, chamado de polo. Tal
procedimento ndo estd contemplado pelas regras de régua e compasso originais. Entretanto,
se adicionarmos a Construcdo Neusis as regras do jogo, entdo algumas construcdes tornam-se
possiveis como, por exemplo, a construgao do heptdagono regular.
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Segmento inicial

Figura 5.3: Elementos para a Construgio Neusis: curvas C1 e Cp, polo e segmento inicial. Conforme esquematizado, a
partir de raios que se originam no polo procura-se através de tentativa e erro encaixar o segmento inicial
entre as curvas Cq e Cp.

Veremos até o fim desta segdo a prova da veracidade dessas duas afirmagdes que foram feitas
no paragrafo anterior. Ou seja, mostraremos que o segmeto DZ ndo é construtivel com régua
e compasso e, portanto, que a Construgdo Neusis ndo estd contemplada pelas regras de régua
e compasso originais e, depois, mostraremos que admitindo-a podemos construir o heptagono
regular com régua e compasso e, pois, que esta técnica amplia o espectro de figuras construtiveis
que possuimos.

e (DZ niao é construtivel com régua e compasso). Denotamos por « e por § os comprimentos
dos segmentos KB e ZA, respectivamente. Temos que (KB = ZA?) = (a = p2). Os angulos
<TDL e <KZH sdo iguais, por paralelismo. Desta forma:

1—a o

TDL) = KZH = .
tan(< ) = tan(< ) = . T—atp

Dai, 0’ = (1—a)(1—a+B) e B(l—a)=20—1=a(l—a)? = (20 —1)? & a® — 6a® + 50 —

1 = 0. Fazendo a substituicdo & = T esta tltima equagio se escreve como 7% — 272 — 7 +1 =

o 1 I
0. Fazendo agora a substitui¢do 17 = E esta dltima equagdo se escreve como:

0> —p?—=20+1=0. 3)

Vamos analisar entdo a construtibilidade de p. Seja q(z) = z° —2z2 —2z+1,z € C. Este

polindmio é irredutivel sobre Q e, portanto, sua raiz p é tal que [Q(p) : Q] = 3. Como este
valor ndo é uma poténcia de dois, o Teorema 4.1 garante que p ndo é um ntimero construtivel.
Consequentemente, 77 e @ ndo sdo nlimeros construtiveis. Com isso concluimos que DZ ndo pode
ser determinado através uma construcdo cldssica com régua e compasso, pois caso contrario o
segmento KB seria construtivel. O
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e (Com a Construcdo Neusis é possivel obter o heptigono regular ). Vamos dividir o circulo em
sete partes iguais e, por consequéncia, obter um heptadgono regular. Nossa estratégia consiste em

27 .
buscar uma forma de desenhar o angulo central A do heptdgono regular. Para isso, notamos

que uma raiz da Equagao (3) é p = 2cos (%) e fixamos este valor de p daqui em diante.

Sejam m a mediatriz do segmento BA e C(A, B) o circulo de centro A e raio f. Chamamos de
A1 um dos pontos de intersec¢do de m com C(A, B), como na Figura 5.4. O tridngulo ABAA;
desta figura é is6celes.

Figura 5.4: Determinagio do ponto A;.

1 1
Seja 2y = <BAA; = <ABA;. Como 7 = o entdo o = Tty = p’ﬁ A Equacdo (3) nos
diz que ; f_ 7= 20% — p3 = (p — 1)%. Dessa forma, & = (p — 1)2. Dado que a = B2, segue
1
que B = p — 1. Calculando o cosseno do angulo 2y obtemos cos(2p) = 25 Além disso, a
1
Equagio (3) se escreve como p? — 2 = 1 Portanto,

p? —2 =2cos(2u) = 4cos?(u) —2 = p = 2cos(u).

Ou seja, para p = 2cos (%), temos que cos(y) = cos (%). Mas entdo, y = ; +2kmt, k € Z.

Como o angulo u é agudo, temos que k = 0. Logo u =

N X

Seja r a reta passando por A; paralela a reta suporte de ZA e seja s a reta passando por
Z paralela a reta suporte de AA;. Chamamos o ponto de interseccdo destas duas retas de
Aj. Na Figura 5.5 temos entdo o losango AA1A>Z. Daqui em diante chamamos os pontos
B e Z, respectivamente, de Ay e A3. Por paralelismo, <AgAA; = <AA3Ay = 2u. Portanto,
como o tridngulo AAjAzA; é is6celes e o angulo <<AA3zA| = u, pois A1 Az é a diagonal do
losango que bisecta este angulo, temos que o dngulo <A3Ay A1 mede 7T — 2y = 5u. Com isso

TAAL A3z = <A AA; = 57;1 pois o tridngulo AAy AAj3 é isbceles.
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Figura 5.5: Determinagio do ponto Aj.

Tracamos entdo o circulo determinado pelos pontos Aj, A e A3. Este terd centro O como
pode ser visto na Figura 5.6. Como OAj3 e OA; sdo raios, o tridngulo AA;OA3 é isoceles e,
com isso, os angulos <OA»A3z e <A A30 sdo congruentes. Obtemos entdo o angulo central

procurado:
<A OA3 =1 —2- <52V> = Zj

A 2
Figura 5.6: Angulo <A;OA3 de medida 771

Terminaremos mostrando que os pontos Ay, A1, Ay e A3 sdo quatro vértices de um heptdgono
regular. J4 temos que o angulo <A10A; vale 27n pois os tridngulos AA,OA3 e AA1OA; sdo
congruentes. precisamos mostrar que o ponto Ag pertence ao circulo determinado por A, A
e A3z e, para isso, mostraremos que o segmento OAp da Figura 5.7 é um raio. O angulo
<A3AO mede T — M 97]/[ Os angulos <GAO e <A»AA;3 sdo opostos pelo vértice, logo

2
sdo congruentes. Calculando entdo o angulo <AGO temos que <AGO = 7 — 2y — 5?]/[ = 5?}[,

portanto o tridngulo AOGA é is6celes e OG = OA.
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Figura 5.7: Quatro vértices do heptdgono regular.

9
Podemos determinar o angulo <OGAg, que mede 7 — 57,14 = 7]/[ Os angulos <A(GA; e

<OGA sdo opostos pelo vértice, logo tem mesma medida. Como <tApA;G mede 2y temos que

5 5
o angulo <ApA1G = — 7]/[ = 7]/[ Entdo AAgA;G é isoceles e AgG = AgA;. Do losango da

Figura 5.5, AgA; = AAj3, logo AgG = AAj. Dessa forma AgG = AA3, <OGA) = <A3AO e
OG = OA. Pelo caso de congruéncia lado-angulo-lado os tridngulos AA(GO e AA3AO sdo
congruentes. Portanto, o segmento OAy mede o mesmo que o raio OA3. Por isso também o

R 2r P P
angulo <A10Ag mede - Agora com o compasso marcamos 0s outros vértices nesse circulo e

obtemos um heptdgono regular. O

A Construgdo Neusis, por sua impossibilidade de determinagdo exata com as técnicas classicas
de régua e compasso, sofreu uma certa rejeicao na Histéria. Possivelmente, segundo o famoso
especialista em Matemdtica Grega Antiga Sir Thomas Little Heath (1861-1940), a primeira delas se
deu através de Oenopides (~ 440 a.C.). Depois dele, Hip6crates de Chios (= 430 a.C.) disseminou
a ideia de que a Construgdo Neusis deveria ser evitada sempre que possivel. Cem anos depois,
Euclides, na obra Os Elementos, também evitou o uso desta possibilidade. Por fim, devido ao
idealismo de Platdo, este tipo de construcédo se tornou associada ao “mundo terreno e mecanico",
perdendo status no meio intelectual. O fato interessante é que se acrescentarmos a Construcao
Neusis como uma regra elementar, entdo alguns novos valores de n para os quais o poligono
regular de n lados é construtivel sdo:

7,9,11,13,18,19, 21, 22, 26, 27, 28, 33, 35, 36, 37, 38, 39, 42, 44, 45, 52, 54, 55, 56, 57,
63, 65, 66,70,72,73,74,76,77,78, 81, 84, 88, 90, 91, 95, 97, 99, 104, 105, 108, 109, 110,
111, 112, 114, 117, 119, 126, - - -
Continuam existindo, entretanto, valores de n para os quais nem mesmo a Construgdo Neusis faz
com que o poligono regular de n lados seja construtivel com fegua e compasso. Alguns desses
valores sdo:
23,29, 43, 46, 47, 49, 53, 58, 59, 67, 69, 71, 79, 83, 86, 87, 89, 92, 94, 98, 103, 106, 107,
113, 115, 116, 118, 121, 127, - - -

Mais que isso, existem valores de n para os quais nédo se sabe se a Construgdo Neusis torna o
poligono regular de n lados construtivel com régua e compasso. Alguns desses valores sdo:

25,31, 41, 50, 61, 62, 75, 82, 93, 100, 101, 122, 123, 124, 125, - - -
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